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Resumen

En este trabajo se presentaran los 6rdenes monomiales y el algoritmo de la division. Se
definirdn y se caracterizaran las bases de Grobner, y se dard un algoritmo para calcularlas,
el algoritmo de Buchberger, viendo su relacion con los algoritmos de Gauss y de Fuclides. Se
resolveran varios problemas usando bases de Grobner como el de pertenecer a un ideal, dar
las ecuaciones implicitas de una variedad dada en forma paramétrica, dar algoritmos para

M o hallar el ntcleo

realizar operaciones basicas con ideales, dar una K-base de
y la imagen de un homomorfismo de anillos de polinomios. Se daran aplicaciones de las bases
de Grobner externas al algebra conmutativa tales como el célculo de polinomios minimos
en extensiones de cuerpos, demostraciones automaticas en geometria euclidiana en el plano
y una aproximacion a un algoritmo para colorear grafos con k colores y en particular para

resolver Sudokus.

Abstract

In this paper, we present monomial orders and division algorithm. We define and cha-
racterize Grobner bases, and we provide a method to calculate them, the Buchberger’s
algorithm, relating this algorithm to Gaussian elimination and the Euclidean algorithm. Se-
veral problems will be solved using Grébner bases, such as the ideal membership problem,

the implicitization problem, obtaining algorithms to do algebraic operations with ideals,

K[xla"';xn}
I

We also present some Grobner bases applications outside commutative algebra, such as fin-

finding a K-basis of or finding the kernel and the image of a polynomial map.

ding minimal polynomials in field extensions, automatic geometric theorem proving and an

approximation to an algorithm to k-color a graph, and in particular to solve Sudokus.






Introduccion

La construccion de algoritmos en el campo del algebra conmutativa y geometria alge-
braica es relativamente reciente. El avance mas significativo en la construccion de algoritmos
para algebra conmutativa y geometria algebraica, surge de la teoria y técnicas que desarrolld
Bruno Buchberger en su tesis doctoral [2]. La teoria de Buchberger o bases de Grobner, per-
mite manipular polinomios en varias variables casi de la misma forma, que uno manipula
polinomios en una variable. El algoritmo de Buchberger, piedra angular de la teoria de las
bases de Grébner, es una generalizacion del Algoritmo de Euclides al caso multivariable, si
se ve desde el punto de vista de la teoria de ideales sobre K|z, ...,z,] (K cuerpo), debido
a la unicidad del resto de la divisién de un polinomio por una base de Grébner. También se
puede considerar como una generalizacion del algoritmo de eliminacion de Gauss al caso no
lineal, si se ve desde el punto de vista de la teoria de variedades, pues, en el caso lineal, los
polinomios que definen una variedad lineal en el sistema final, tras haber aplicado Gauss,

forman una base de Grobner respecto al orden monomial lexicografico.

En 1964, Grobner propuso a su estudiante Bruno Buchberger resolver el problema del

calculo de una K-base de M

siendo I un ideal de dimensién cero. Para su sorpre-
sa, consiguieron desarrollar un algoritmo que era valido para cualquier ideal I. Incomprensi-
blemente los resultados obtenidos por Buchberger recibieron escasa atenciéon hasta principios

de los afios setenta, fue entonces cuando Buchberger acufi6 el término base de Grébner.

A la vez que se desarrollaba la teoria de las bases de Grébner, Hironaka (1964) [8] intro-
duce, aunque de modo no constructivo, las bases estandar (“standard bases”) para ideales
en el anillo de series de potencias; estas bases han resultado ser analogas de las bases de
Grobner. El trabajo de Hironaka fue independiente del de Buchberger, y no fue hasta los
afios setenta cuando la analogia fue sacada a la luz. Knuth y Bendix (1970) [9] desarrollaron
la idea de la complecion del par critico, estructura que recuerda al algoritmo de Buchberger,
para la completa reescritura de sistemas de ecuaciones (“term-rewriting systems”). Incluso
antes que el correspondiente concepto en algebras asociativas conmutativas libres, las bases

de Grobner para ideales en algebras de Lie libres fueron introducidas por Shirshov [12].

X



X INTRODUCCION

Desde su creacion, la teoria de las bases de Grébner ha experimentado un notable cre-
cimiento. Si se restringe a sus aplicaciones, se ve que estas aparecen por doquier, en areas
tan diversas de las matematicas como la integracion indefinida de funciones racionales, la
teoria de codigos, la estadistica, las ecuaciones en derivadas parciales, la teoria de grafos,
programacién entera, funciones hipergeométricas, analisis numérico, diseno geométrico asis-
tido por ordenador, teoria de homotopia combinatoria, etc. En el caso particular del dlgebra
conmutativa y geometria algebraica, proporciona métodos para el cilculo de inversas de
aplicaciones racionales, la resolucion de sistemas de ecuaciones polinémicas, la inversion de
matrices, el calculo del maximo comin divisor de varios polinomios, la pertenencia de un
polinomio a un ideal del anillo de polinomios en n variables, el calculo de las ecuaciones
implicitas de una variedad a partir de sus ecuaciones paramétricas, etc.

Este trabajo estd dividido en 5 capitulos. En el primero se introducirdn los érdenes
monomiales, para escribir de manera tnica los polinomios y definir el término principal.
Una vez hecho esto, se obtendré el algoritmo de la division y se demostrara el Lema de
Dickson. En el segundo capitulo, se dard una prueba del Teorema de la Base de Hilbert
distinta de la clasica, y se definirdn y se caracterizarén las bases de Grébner. Luego se dara
el criterio de Buchberger para detectar bases de Grébner y se construird el algoritmo de
Buchberger, y se resolvera el problema de pertenecer a un ideal. Por tltimo, se introduciran
los conceptos de base de Grébner minimal y reducida, demostrando la unicidad de la tltima,
y se verd que el algoritmo de Buchberger generaliza los algoritmos de Gauss y Euclides.
En el tercer capitulo, se relacionaran las bases de Grobner directamente con la geometria
algebraica, ddndose demostraciones del Teorema de Eliminaciéon, del Teorema de Extension
y del Teorema de Clausura, y dando métodos para calcular las ecuaciones implicitas de una
variedad a partir de sus ecuaciones paramétricas. En el capitulo 4, se veran aplicaciones

directas de las bases de Grobner a los anillos de polinomios. Se veran algoritmos para operar
Klzy,..., 2]

I
el nucleo y la imagen de homomorfismos de anillos. Por altimo, en el capitulo 5, se daran

con ideales de K[z1,...,x,], para calcular una K-base de y para calcular
aplicaciones mas generales de las bases de Grébner. Se empezaré por el calculo de polinomios
minimos en extensiones de cuerpos, luego se dardn métodos de demostraciones autométicas
en geometria euclidiana, y por ultimo se tratara el problema de colorear grafos con k colores

y se relacionara con la resolucion de Sudokus.



Capitulo 1

Monomios y algoritmo de la

division

1.1. Ordenes

Siempre que K es un cuerpo, al observar el algoritmo de la divisiéon en una variable, o el
método de eliminacion de Gauss, vemos que es necesario mantener ordenados los términos
de los polinomios. Cuando dividimos polinomios en el anillo K[z], el orden que usamos
habitualmente es :

> s e s s 2 s e > 1.

y si hacemos eliminacion gaussiana trabajando con ecuaciones lineales en Klx1,...,x,], el
orden suele ser:

X1 >2To > > Ty

En ambos algoritmos, el éxito se basa en no eliminar términos de manera aleatoria, sino en
seguir un orden. Para lograr nuestro primer objetivo, que es conseguir un algoritmo de la
divisién en el caso de varias variables, tenemos que introducir el concepto de orden monomial.
Dado un monomio z% = z* - - - %", los exponentes & = (aq, . . ., &y, ) son elementos de N”, lo
que nos permite establecer una correspondencia biunivoca entre el conjunto de monomios y
N™. Entonces, cualquier orden que establezcamos en N™ nos dara un orden en los monomios,

ya que si & > 3, podremos decir que z® > 2.

Definicién 1.1. Un orden monomial en Klz1,...,x,] es una relacion > en N, equivalente-

mente una relacion en el conjunto de los monomios, que satisface las siguientes propiedades:

1. > es un orden total.
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2. Sia>pyyeN" setiene que a+v > 5+ 7.
3. > es un buen orden.

La razon de incluir la segunda propiedad, es que si z® divide a z, tendremos que
z® < 8. Que > sea un buen orden, es equivalente a que a > 0 para todo a € N™. Si
tomamos el orden usual en KJ[z], que también es el orden usual en N, esta claro que es
un orden monomial, y de hecho, es el inico que se puede dar. Ahora veamos ejemplos en

Klzy,..., 2]

Definicién 1.2 (Orden Lexicografico). Sean «, § € N™. Decimos que a >, 5 si la primera

componente distinta de cero del vector o — 3 € Z" es positiva.

Definicion 1.3 (Orden Graduado Lexicografico). Sean a, 5 € N". Decimos que & >grieq
si

n n
ol =3 ai>18/=3"6, o ol =8y a>w b
i=1 i=1
Definiciéon 1.4 (Orden Graduado Lexicografico Inverso). Sean «, 5 € N". Decimos que

o > |58
& >grevies B 4 |a| = |B| y la primera componente distinta de cero empezando por la

derecha del vector a — 8 € Z™ es negativa.

Los o6rdenes definidos anteriormente satisfacen las propiedades de 6rdenes monomiales,
y al estar definidos en N™, definen 6rdenes en el conjunto de los monomios.
Una vez escogido un orden, dado un polinomio f € K|z1,...,z,], podemos ordenar los

monomios de una manera Gnica. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.5. Sea f = 2xyz? + 323 + 523 — y32. Si escogemos el orden lexicografico, escri-

biremos el polinomio del siguiente modo:
f =523+ 2zyz® — y32 + 325,
Por otra parte, si escogemos el orden graduado lexicografico,
f=2zyz? — y>z + 5> + 325.
Y si escogemos el orden graduado lexicografico inverso,
f=—vy3z + 2zyz? + 523 + 325,

Definicion 1.6. Sea f = )" a,z® un polinomio distinto de cero en el anillo K[z, .., 2]

y sea > un orden monomial. Definimos:
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= El multigrado de f:
multideg(f) = méx{a € N" : a,, # 0}.
= Kl coeficiente principal de f:
LC(f) = Amultideg(f)-

= Kl monomio principal de f:
LM(f) _ xmultideg(f)'

= El término principal de f:

LT(f) = LO(f) - LM(f).

Lema 1.7. Sean f,g € K[z1,...,x,] polinomios distintos de cero. Entonces:
(i) multideg(fg) = multideg(f) + multideg(g)

(i) Si f+ g # 0, multideg(f + ¢g) < méx{multideg(f), multideg(g)}. Ademds, se cumple
la igualdad si multideg(f) # multideg(g).

La demostracion de este resultado es inmediata.

1.2. Algoritmo de la divisiéon

Nuestro objetivo en esta seccion, es conseguir un algoritmo para dividir f € K[z, ..., 2]

entre f1,..., fn € K[z1,...,2,]. Esto es, conseguir una expresion de la forma
f:a1f1+"'+asfs+r>

donde los “cocientes” ay,...,as y el resto r pertenecen a K|x1,...,x,]. La idea basica del
algoritmo es cancelar el término principal de f usando el término principal de algun f;, y

repetir este proceso hasta que no se pueda hacer. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.8. Queremos dividir f = 2%y + zy?> +y? entre f1 = zy — 1y fo = 3% — 1.
Usaremos el orden lexicografico con z > y. Como LT(f) es maltiplo de LT(f;), primero

dividimos entre f;.

22y + zy® + y? ‘ zy —1 ‘ y?—1

xy2+a:+y2 T



4 CAPITULO 1. MONOMIOS Y ALGORITMO DE LA DIVISION

Como zy? es divisible por LT(f;), continuamos dividiendo entre fi.

22y + zy? + o2 ‘ xy — 1 ‘ y?—1

ry? 4+ o+ y? rT+y

T+ +y

Como x no es divisible ni por LT(f1), ni por LT(f2), lo pasamos al resto. Ahora, y? no

es divisible por LT(f), pero si lo es por LT(f3), entonces

22y + zy? + o2 ‘ xy — 1 ‘ y?—1

:py2+$—|—y2 T+y 1
T+y?+y

r+y+1

Ahora, vemos que ni y, ni 1 son divisibles por LT(f1) ni por LT(f3), entonces pasan los

dos al resto, y terminamos la division.

Py +ay’ +y7 = (zy— D(@+y) + (¥* —1).

Teorema 1.9 (Algoritmo de la division en K[x1,...,x,]). Fijado un orden monomial >
en N* y sea F' = (f1,...,fs) una s-tupla ordenada de polinomios de K[x1,...,x,]. Cada
f € Klxi,...,x,] se puede escribir como:

f:a1f1+"'+asfs+ra

con a;,r € Klx1,...,2,], y 0 bien v = 0 o bien r es una combinacion lineal de monomios
con coeficientes en K, de los cuales ninguno es divisible por ningin LT(f;). Ademds, si
a; fi #£ 0, tenemos que

multideg(f) > multideg(a; f;).

El algoritmo de la divisién tiene la siguiente estructura:
ar:=0;...5a5 :=0;7:=0
p=1Ff
while p # 0 do
i:=1

ocurriodivision := falso
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while ¢ < s & ocurriodivision = falso do
if LT(f;) divide a LT(p) then
a; := a; + LT (p)/LT(f:)
p=p— (LT(p)/LT(f:)) f:
ocurriodivision := verdadero
else
1:=1+1
end if
end while

if ocurriodivision = falso then

r:=r+LT(p)
p:=p—LT(p)
end if
end while

El algoritmo recorre los polinomios f; ordenadamente, para ver si algin LT(f;) divide a
LT(f). Cuando encuentra un i que cumple la condicién, al cociente i-ésimo a; se le afiade
LT(f)/LT(f;),y a f, seleresta (LT(f)/LT(f;)) fi- Si ningtin LT(f;) divide a LT(f), entonces
LT(f) se mueve al resto, y se quita de f. Estamos viendo, que en cada iteracion, el término
LT(f) se elimina o pasa al resto, y ademés el nuevo término principal, serd menor que el

anterior (usando el orden monomial previamente fijado).

Este algoritmo nos da una manera de descomponer un polinomio, pero uno de los mayores
problemas de éste, es que si cambiamos el orden en el que los elementos aparecen en la base,

nos pueden dar resultados distintos.

Ejemplo 1.10. Sean f = 2y> —xy fi = a2y + 1, fo = y> — 1 € K[z,y] con el orden
lexicografico. Si dividimos f por F = (f1, f2)

zy? —x ‘ zy +1 ‘ y?—1

—r =Y Y

Como ni —z y —y son multiplos de LT(f1) ni de LT(f3), terminamos la divisiéon obte-
niendo xy? —x = (zy + )y + (-2 — y).
Si ahora dividimos f por F = (f2, f1)
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xy? —x ‘ zy +1 ‘ y?—1

0 x

Con la segunda divisién vemos que f pertenece al ideal generado por F, ya que zy? —x =
(y?> — 1)z, pero en la primera division vemos que el resto es distinto de cero. Entonces, la
condicion que tenemos en el caso de una variable de que f pertenece al ideal si y solo si el

resto es cero, no es aplicable al caso de varias variables.

1.3. Ideales monomiales

Definicién 1.11. Unideal I C K[zy,...,x,] es un ideal monomial si existe un subconjunto
A C N™ tal que I esta formado por todos los polinomios que son sumas finitas de la forma
> aca hax®, donde hy € Klz1,. .., 25].

Lema 1.12. Sea I = (2 : a € A) un ideal monomial. Entonces un monomio x° pertenece

a I siy solo sixP es divisible por ® para algin o € A.

Demostracion. Si z° es multiplo de z® para algtn o € A, entonces z” € I por la definicion
de ideal. Por otra parte, si ° € I, tenemos que z° = 2;1 h;z*@ donde h; € Klxy,..., T,
y a(i) € A. Si expandimos cada h; como una combinacién lineal de monomios, vemos que

todo término del lado derecho de la ecuacion es divisible por algan 2®(*), entonces el lado

izquierdo de la ecuacién, z?, tiene que tener la misma propiedad. O]
Lema 1.13. Sea I un ideal monomial y f € K[x1,...,x,]. Son equivalentes:
(i) fel.

(ii) Todo término de f pertenece I.
(iii) f es una combinacion K-lineal de monomios en I.

Demostracion. Las implicaciones (iii) = (ii) = (i) son triviales. La implicacion (i)

= (iii) es igual a la demostracién del Lema [1.12} O
Teorema 1.14 (Lema de Dickson). Un ideal monomial I = (z® : a € A) C K[z1,...,%y)
se puede escribir de la forma I = (x®M) ... 2*()) donde los enteros a(1),...,a(s) € A.

En particular, 1 tiene una base finita.
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Demostracion. La prueba la haremos por induccién en n, el niimero de variables.

Sin =1, I esta generado por los monomios z{, con « € A C N. Sea /3 el menor elemento
de A C N. Como 8 < a para todo a € A, tenemos que x’f divide a todos los generadores
2. Por lo tanto, I = ().

Supongamos ahora que n > 1 y es cierto para n — 1. Escribiremos las variables como
T1,...,Tn_1,Y, y los monomios de K[zy,...,x,_1,y] se pueden escribir como z*y™, donde
a=(a,...,an 1) EN""LymeN.

Seal C K[z1,...,Tn_1,y] un ideal monomial. Para encontrar generadores de I, tomamos
elideal J C KJx1,...,z,—1] generado por los monomios % para los que existe m > 0, tal que
x®y™ € I. Por la hipdtesis de induccion, J esta generado por un ntimero finito de elementos,
J = (a:“(l),...,m“(s)>. Para cada i entre 1 y s, por definicién, existe un m; > 0 tal que
z*@y™i ¢ I Sea m el maximo de los m;. Para cada k entre 0 y m — 1, consideramos el ideal
Jp C K[z1,...,2,_1] generado por los monomios 2 tales que z°y* € I. Usando la hipotesis
de induccioén, Ji esté generado por un nimero finito de elementos, J = <m0"“(1), . ,xak(s)>.

Veamos que I esta generado por los siguientes monomios:

m

procedentes de J : x"‘(l)ym, o xt(s)y™,

procedentes de Jy : z0™) . g@olso)
procedentes de Jy : 2@ My, . gz (51)y,
procedentes de J,,_q : x®m-1(Dym=1  pem-i(sm_1)ym=1

Primero veamos que todo monomio de I es divisible por alguno de los anteriores. Sea
z®y? € I. Si p > m, entonces x®yP es divisible por algin z*y™ por construccion de J.
Sip < m — 1, entonces x%y? es divisible por algian %) y? por construccion de Jp. Por el
Lema los monomios anteriores, generan un ideal que tiene los mismos monomios que
1, asi que tienen que ser iguales.

Para terminar la demostracion, tenemos que demostrar que el conjunto finito de ge-
neradores, se puede escoger de entre un conjunto de generadores dados del ideal. Si vol-
vemos a escribir las variables como z1,...,%,, nuestro ideal monomial es I = (z* : « €
A) € Klzy,...,2z,]. Como I = (zPM) . 28()) para ciertos monomios 2°?) € I, por
el Lema cada 2°() es divisible por () para algtin a(i) € A. De este modo, I =
(o) ), O
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Capitulo 2

Bases de Grobner

2.1. Definicién y Propiedades

Definicién 2.1. Sea I C K[xz1,...,2,] un ideal distinto del {0}. Definimos LT(I) como:
LT(I) = {cx® : existe f € I con LT(f) = ca}.

Denotaremos por (LT (I)) al ideal generado por los elementos de LT([).

Si I es el ideal generado por { f1, ... fs} esta claro que (LT(f1),...,LT(fs)) esta contenido

en (LT(I)), pero pueden ser distintos, como veremos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2. Sea I el ideal generado por f; = 23 —2zxy y fo = 2%y —2y?+ . Si tomamos el
orden graduado lexicografico, el polinomio 2 pertenece a I, ya que 2 = yf; — x fo. entonces

x? € LT(I), pero 2% ¢ (LT(f1), LT(f2)). De este modo, vemos que LT(I) # (LT(f1),LT(f2)).
Proposicion 2.3. Sea I C K[xy,...,2,] un ideal

(i) (LT(1)) es un ideal monomial.

(ii) Ewisten g1,...,gs € I tales que (LT(I)) = (LT(¢1),...,LT(gs))-

Demostracion. Es consecuencia del Lema de Dickson y de que LM(g) y LT(g) difieren sola-

mente en una constante. O

Ahora estamos en condiciones de enunciar el teorema de la base de Hilbert.

Teorema 2.4 (Teorema de la Base de Hilbert). Todo ideal I C K[z1,...,2,] tiene un

conjunto finito de generadores.



10 CAPITULO 2. BASES DE GROBNER

Demostracion. Si I = {0}, el conjunto generador sera {0}. Si I # 0, por la proposicion

anterior, existen polinomios g, ..., ¢gs € I tales que (LT(I)) = (LT (g1),...,LT(gs)). Veamos
que I = {(g1,...,9s).

Por una parte esta claro que (g1,...,9s) C I. Para ver la otra inclusion, tomemos un
polinomio cualquiera f € I. Aplicando el algoritmo de la division para dividir f entre

(91,---,9s), Obtenemos una expresion de la forma
f=a1g1 + - +asgs +r,
donde ningin término de r es divisible por ningtn LT(¢1),...,LT(gs). Por otra parte,

r=f—a1g1— - —asgs €1I.

ya que tanto f como g1, ...,gs pertenecen a I. Entonces, LT(r) € (LT(g1),...,LT(gs)). Asi

que no queda méas remedio que r = 0. De este modo,
f=aig1 4+ +asgs+0€(g,....95)
por lo que I C (g1,...,9s). O

Con este resultado, no solo tenemos que todo ideal tiene una base finita, sino que
la base usada en la prueba, cumple una propiedad muy especial, que es que (LT(I)) =

(LT(g1),...,LT(gs)). Esto nos motiva a dar la siguiente definicién.

Definiciéon 2.5. Fijado un orden monomial, dado un subconjunto finito G = {¢1,...,9s}

de un ideal I C K[zy,...,x,] se dice que es una base de Grobner si

(LT(g1), .-, LT(gs)) = (LT(1)).

Corolario 2.6. Fijado un orden monomial, todo ideal I C K[zx1,...,x,] distinto del {0}

tiene una base de Gréobner. Ademds, cualquier base de Grobner para un ideal I, es base de

1.

En el Ejemplo la base {f1, f2} no es una base de Grébner ya que x? € (LT(I)), pero
22 ¢ (LT(f1),LT(f2)). Més adelante, veremos que estas bases cumplen unas propiedades
“buenas”, y daremos algoritmos para computarlas. Antes de eso, necesitaremos probar el

siguiente teorema.
Teorema 2.7 (Condicion de Cadena Ascendente). Sea
Lchclz3C---
una cadena ascendente de ideales en Klx1,...,xy]. Existe un N > 1 tal que

In=Ing1=1Inso="--
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Demostracion. Consideremos I = U2, 1;. Veamos que I es un ideal.
= 0 €] ya que 0 € I; para todo i.

= Sean f,g € I. Por definicién, f € I; y g € I; para algunos %, j. Supongamos j > i.
Como los ideales forman una cadena ascendente, I; C I;, asi que f € I;, por lo tanto

f—l—gGIj.

= Sean f € [ yr € K[z1,...,2,], f € I; para algtn i, y como I;, rf € I;, por lo tanto
rfel.

Una vez tenemos que I es un ideal, por el Teorema de la Base de Hilbert, el ideal I tiene un
conjunto finito de generadores I = (f1,..., fs). Cada uno de estos generadores, pertenece a

un I;, es decir fi € Ij,. Tomamos como N el maximo de los j;. Entonces

I:<f17"'7fs>CINCIN+1CH.CI.

Veamos ahora algunas propiedades béasicas de las bases de Grébner.

Proposicion 2.8. Sea G = {g1,...,9s} una base de Grobner de un ideal I C K[x1,...,x,)
y sea f € K[x1,...,x,]. Existe un dnico r € K[x1,...,x,] que cumple las siguientes condi-

ciones:
(i) Ningin término de r es divisible por ningin LT (g1),...,LT(gs).
(ii) Existe un g € I tal que f =g+ .

En particular, v es el resto de la division de f por G, sin importar como estdn ordenados

los polinomios al aplicar el algoritmo de la division.

Demostracion. La existencia nos la da el algoritmo de la division. Para probar la unicidad,
supongamos que f = g1 + r1 = ga + 72, satisfaciendo las propiedades (i) y (ii). Enton-
ces ro — 11 = g1 — go € I, asi que si ry # 71, tenemos que LT(ro — ) € (LT(I)) =
(LT(g1),--.,LT(gs)). Pero por el Lema se sigue que LT (r2 — rq1) es divisible por algin
LT(g;). Pero esto es imposible ya que ningin término de ry ni de r es divisible por ningtn

LT(g;), asi que ro — r; tiene que ser 0, probando asi la unicidad. O

A pesar de que el resto siempre es igual, los “cocientes” pueden variar si ordenamos los

elementos de la base de maneras distintas.
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Ejemplo 2.9. Sea G = {x + z,y — z} una base de Grébner con el orden lexicografico. Si

dividimos el polinomio zy entre {x+ 2,y — 2}, obtenemos que xy = y(x+2) —z(y—2z) — 22, y

si dividimos el mismo polinomio entre {y — 2,z + 2z}, resulta que xy = x(y—2)+z(x+2) — 22.
Es decir, el resto permanece igual, ya que G es una base de Grobner, pero los “cocientes”

varian.

Corolario 2.10. Sea G = {¢1,...,9s} una base de Grébner para un ideal I C Kz, ..., z,]
y sea f € K[xy,...,x,], f €1 siy solo si el resto de dividir f entre G es 0.

Este corolario, nos da una solucién al problema de pertenecer a un ideal, siempre que
tengamos una base de Grébner de dicho ideal. Para resolver el problema completamente,
tendremos que dar un algoritmo para encontrar bases de Grébner.

Una propiedad a tener en cuenta, es que dada una base de Grdobner, si cambiamos el
orden del anillo de polinomios, puede dejar de ser base de Grébner. Usaremos Singular

para ver esta propiedad en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.11. Sea I = (23 — 22y, 2%y + x — 23?) el ideal descrito en el Ejemplo pero
tomando ahora el orden lexicografico. Con el siguiente cédigo de Singular, obtenemos una

base de Grobner para este ideal

> ring R = 0, (x,y),1p; //definimos cuerpo, variables y orden
> poly f1 = x73 - 2xy; //definimos polinomios generadores

> poly £2 = x"2%y - 2%y~2 + x;

> ideal I = f1, f2; //definimos ideal

> std(I); //hallamos base de Grobner

_[1]=y3

_[2]=x-2y2

Vemos que la base de Grébner es G = {y®, x — 2y?}. Si ahora cambiamos al orden graduado
lexicografico, vemos que G no es base de Grobner. Si lo fuese, el resto de dividir 22 entre G

tendria que ser cero por el Corolario ya que 22 € I (por del Ejemplo [2.2)).

> ring R = 0, (x,y),Dp;

> poly f1 = y~3;

> poly f2 = -2%y~2 + x;

> ideal I = f1,f2;

> reduce(x~2,1); //resto de la divisidén entre I
// ** I is no standard basis

x2
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Nos da como resultado que el resto es distinto de cero, por lo que G no es base de

Grobner. Ademas, el programa ya nos avisa de que el ideal que generamos no es base de

Grobner.
Definicién 2.12. Dado f € K][z1,...,x,], denotamos por ?F al resto de la division de f
por la s-tupla ordenada F' = (f1,..., fs). Si F' es una base de Grébner, podemos ver F' como

un conjunto (sin ningin orden en particular), por la Proposicion
Definicién 2.13. Sean f,g € K|[z1,...,z,] polinomios distintos de cero.

(i) Si multideg(f) = a y multideg(g) = 8, y sea v = (71,-..,7vs) donde v; = mix(c, 5;)
para cada i. Llamaremos a z7 el minimo coman multiplo de LM(f) y LM(g), escrito
27 = LOM(LM(f), LM(g)).

(ii) El S-polinomio de f y g es la combinacion

z” z

9=y T )

Ejemplo 2.14. Sean f = 23y? — 2%y3 + 2y g = 32* + y? en R[x, 3] con el orden graduado

lexicografico. El S-polinomio de f y g sera:

4,2 4,2

Ty Yy 1 1
S(fvg)zI3y2~f—3x4y.g:m.f_g.y,g:_x?)_,_xQ_gyg

Cabe mencionar, que la “S” del nombre de S-polinomio, viene de la palabra Sizigia que
en astronomia denota el momento en el que un astro esta alineado con la Tierra y el Sol.
Estos polinomios estéan “diseniados” para producir cancelacion de los coeficientes principales,
y con ellos seremos capaces de caracterizar mejor las bases de Grobner. Para este resultado,

necesitamos un lema preliminar.

Lema 2.15. Supongamos que tenemos una suma Y ._,; ¢; f;, donde ¢; € K y multideg(f;) =
§ € N™ para todo i. Si multideg(}_;_, c;f;) < &, entonces >.._, ¢;f; es una combinacion
lineal con coeficientes en K, de los S-polinomios S(f;, fx) para 1 < j,k < s. Ademds, cada

S(fi, fr) tiene multigrado menor que J.

Demostracion. Escribimos f; = a;2° +términos menores, a; € K. Por hipotesis, Zle cia; =

0. Por definicion, S(f;, f;) = aifl — L f;. Entonces,

aj
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f=ah+-+csfs
= Clal(%fl) +"'+Csas(;tfs)

1 1 1 1
=cia(—fi — —f2) + (cra1 + c2a2)(— fo — — f3) + - -
ay a9 as as

1

Gs—1

1 1
+ (Clal + -+ Cs—las—l)( fs—l + ;fs—l) + (Clal + -+ Csas);fs

S

= c1a15(f1, f2) + (c1a1 + c202)S(fa2, f3) + - -
+ (cra1 + -+ co—1a5-1)S(fs—1, fs)-

O

Ahora estamos en condiciones de probar el criterio de Buchberger para saber si una base

de un ideal es o no una base de Groébner.

Teorema 2.16 (Criterio de Buchberger). Sea I un ideal de K[x1,...,2,]. Una base G =
{g1,.-.,9s} de I es una base de Grobner de I si y solo si para todos los pares i # j, el resto

de dividir S(gi, g;) por G (listados en cualquier orden) es cero.

Demostracion. Como G es base de Grébner y S(g;,g;) € I, el resto es cero por el Corolario
2. 10

Reciprocamente, sea f € I un polinomio distinto de cero. Tenemos que demostrar que si
los restos de dividir los S-polinomios entre G son cero, LT(f) € (LT(g1),...,LT(g¢)). Sea f

de la forma ,
i=1

con h; € K[z1,...,2y].
Sea m/(i) = multideg(h;g;), definimos § = max{m(1),...,m(t)}. Por el Lemal[l.7 tenemos
que

multideg(f) < 4.
Consideremos ahora todos los posibles modos en los que f puede ser escrito de la forma .
Para cada expresion, es posible que obtengamos un ¢ distinto. Como un orden monomial es
un buen orden, podemos escoger una expresion del tipo tal que § sea minimal.
Veamos por contradiccion que multideg(f) = 4, asi que supongamos que multideg(f) < 0.
Escribiremos f de la siguiente forma, para aislar los términos de grado §.

F=> higi+ Y higi

m(i)=48 m(i)<d

= 3 LTh)gi+ Y (hi—LT(h))gi+ Y. higi.

m(i)=§ m(i)=48 m(i)<d
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Los monomios de la segunda y tercera suma, tienen multideg < ¢. Como supusimos que
multideg(f) < 4, los de la primera suma, también tienen multideg <.

Sea LT (h;) = cix"‘(i). El sumando Y s LT(hi)g; = Zm(i):é ciac“‘(i)gi tiene la forma

m(i

descrita en el Lema con f; = z*@g,. Entonces, por el Lema | esta suma es una
combinacion lineal de los S-polinomios S(z*() gj, %) g,.). Ademés, los S-polinomios tienen

la forma

s s
§(p0@g. goMgy— T aGe T ek
(g, gi.) xa(J)LT(gj)x xa(k)LT(gk)x

= ‘Taifyjks(gja gk)a

donde z77* = LCM(LM(g;),LM(gx)). Entonces, existen constantes c;; € K tal que
Z LT(hi)gi = »_ ¢jux® 7*S(g5, gk )- (2.2)
j.k

Por hipotesis, el resto de dividir S(g;, g) entre G es cero, entonces podemos escribir

g]vgk Zazjkgza (23)

donde a;j, € K[z1,...,2,]. Ademas, el algoritmo de la division nos dice que
multideg(a;jrg;) < multideg(S(gj, gk))7

para todo 1, j, k.

Si multiplicamos la expresion (2.3) por 2°~77% obtenemos

6 ’Y]ks g glc szykgu

donde b;;1, = x‘s*”f’caijk. De este modo, por el Lema
multideg(b;;g;) < multideg(z°~77*S(g;, gr)) < 6. (2.4)

Si sustituimos la expresion anterior en (2.2)), tenemos la siguiente ecuacion
> Erh)0 = Yo = S (z bz,kg,) Y
m(i)=46 J.k i
que por (2.4]) tiene la propiedad de que para todo i,

multideg(h;g;) < 6.

De este modo, si sustituimos »_, s LT(hi)gi = 3_; hig; en la primera ecuacion, tene-
mos una expresion de f como combinacion de los polinomios de la base en los que todos los

términos tienen multideg < J, lo que contradice la minimalidad de §.
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Una vez obtenemos que multideg(f) = multideg(h;g;) para algin 7, tenemos que LT(f)
es divisible por algun LT(g;), asi que LT(f) € (LT(¢1),...,LT(g¢)), demostrando asi que G

es una base de Grobner. O

Este es un resultado muy importante, ya que nos permite conocer cuando un conjunto de
generadores es una base de Grobner, y ademés nos lleva de manera natural a un algoritmo

para construirlas, el algoritmo de Buchberger.

Ejemplo 2.17. Sea el anillo K[z,y,z] con el orden lexicografico con y > z > x y sea

2

I = (y—a%z—23). Veamos si G = {y — 22,z — 23} es una base de Grébner. Para ello,

consideramos el S-polinomio

Sy — 2%,z —2%) = Ly —a?) — Lz~ a%) = —2a® + ya®
Yy z

Usando el algoritmo de la divisién, obtenemos
—zx? fyad =2® (y — 2 + (—2?) (2 —2%) + 0

De este modo, por el Criterio de Buchberger, como el resto de dividir S(f1, f2) por G es

cero, G es base de Grobner.

2.2. Algoritmo de Buchberger

Por el Corolario sabemos que todo ideal en K|[z1,...,x,] tiene una base de Grébner,
aunque la prueba no es constructiva. Para obtener una base de Grobner, dado cualquier ideal
I C Kl[zy,...,z,], describiremos el algoritmo de Buchberger, pero antes de dar la definicion,

veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.18. Sea el anillo K[z, y] con el orden graduado lexicografico, y sea I = (f1, fa2),
siendo f; = x® — 22y y fo = 2%y — 2y? + x. El conjunto {fi, fo} no es base de Grébner,
va que S(f1, f2) = —x? ¢ (LT(f1),LT(f2)). Para intentar construir una a partir de f; y fo,
deberfamos anadir méas generadores a la base. La idea natural, es afiadir f3 = —x2, el resto
de dividir S(f1, f2) entre (f1, f2). Sea F = (f1, fa, f3), comprobamos los S-polinomios de

nuestra nueva base de I.

S(fl?fQ)F :%F = 07
S(fhfs)F = 2zy" #0.
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Viendo esto, anadimos al conjunto de generadores f; = —2zy. Entonces, con F =

(f1, fa, f3, fa) volvemos a comprobar.

F F
S(flan) :S(flvffﬁ) :Oa
F F —F
S(f17f4> = —2l‘y2 :yf4 :05
F F
S(f2, f3) =—-2y>+z #0.
Por lo tanto, tendremos que afiadir f5 = —2y? + z al conjunto generador. Estableciendo

F = (f1, fo, f3, fa, [5), si computamos para todo 1 < ¢ < j <5 obtenemos que
—F
S(fi, ;) =0.
Entonces, por el Teorema {f1, f2, f3, fa, f5} es una base de Grobner para I con el

orden graduado lexicogréfico.

Este ejemplo nos sugiere una idea para obtener una base de Grobner a partir de un
conjunto de generadores, anadiendo los restos distintos de cero de los S-polinomios. Esto es

lo que hace el algoritmo de Buchberger.

Teorema 2.19. Sea I = (f1,..., fs) # {0} un ideal de K|x1,...,x,]. Entonces, el siguiente
algoritmo nos construye una base de Grébner tras un nimero finito de pasos.
ap:=0;...5a5:=0;7r:=0
repeat
G =G
for cada par {p,/q}, p#qenG do
S :=S(p,q)
if S # 0 then
G:=GU{S}.
end if
end for
until G =G’

Demostracion. Veamos primero que G C I en todos los momentos del algoritmo. Inicial-
mente es cierto, y lo tnico que hacemos es anadir el S = WG/ para p,q € G, y como
dividimos entre G’ C I, GU{S} C I. Ademaés, notemos que como G contiene a la base dada
inicialmente, G es una base de 1.

El algoritmo termina cuando G = G’, lo que quiere decir que S = WGI = 0 para
todo p, ¢ € G. Es decir, por el Teorema [2.16] el algoritmo termina cuando G es una base de

Grobner.
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Falta probar que el algoritmo termina en tras un ntmero finito de pasos. Para ver esto,
tenemos que considerar que pasa después de cada iteracion. El conjunto G estéa formado por
G’ (el antiguo G) y los restos distintos de cero de los S-polinomios de los elementos de G.

Entonces

(LT(G")) C (LT(G)) (2.5)

va que G' C G. Si G’ # G, podemos afirmar que (LT(G')) € (LT(G)). Para ver esto,
suponemos un resto distinto de cero r de un S-polinomio que fue adjuntado a G. Como r
es resto de la division entre G’, LT(r) no es divisible por los LT de los elementos de G’, asi
que LT(r) ¢ (LT(G")), pero LT(r) € (LT(G)).

De este modo, por (2., los ideales (LT(G’)) de las sucesivas iteraciones, forman una
cadena ascendente de ideales en K[x1,...,2,], y por la Condicion de Cadena Ascendente
(Teorema la cadena se estabilizara, por lo tanto G’ = G para algin N, asi que el

algoritmo termina después de un ntmero finito de pasos. [

Lema 2.20. Sea G una base de Grébner para un ideal de polinomios I. Sea p € G un
polinomio tal que LT (p) € (LT(G —{p})). Entonces G —{p} también es una base de Grébner
de I.

Demostracion. Como LT(p) € (LT(G — {p}), tenemos que (LT(G — {p})) = (LT(G)) =
(LT(I)), asi que por definicion, G — {p} es una base de Grébner. O

Usando el algoritmo de Buchberger, es posible que obtengamos polinomios cuyos términos
principales no aportan nada al ideal generado por los LT, asi que por el lema anterior,
podemos suprimirlos y seguir teniendo atn una base de Grobner pero con menos elementos.

Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.21. Una base de Groébner minimal para un ideal I C K[z1,...,2,] es una

base de Grobner G de I tal que
(i) LC(p) =1 para todo p € G.
(ii) Para todo p € G, LT(p) ¢ (LT(G — {p}))

Podemos construir bases de Grobner minimales para un ideal distinto de cero a partir
de un conjunto finito de generadores, aplicando el Teorema [2.19] y después usando el Lema

2.20| para eliminar generadores innecesarios.
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Ejemplo 2.22. Sea I el ideal estudiado en el Ejemplo 2.1§] con el orden graduado lexico-
grafico. Encontramos la base de Grébner F' = {f1, fa, f3, f4, f5}, siendo

fl :x.‘_’, _Qxya

f2 :ny_2y2+$7

f3 = _:E2u
f4 = _2xya
fs = 72y2 + .

Para construir una base minimal a partir de F', el primer paso es que tengan todos los

polinomios 1 como coeficiente principal.

fl :x3—2xy,

fo=a?y = 2% + x,

f3 = .132,
~4 =Ty,
fs =y — (1/2)z.

Después, vemos que LT(f) = 23 = -LT(f3) y LT(f2) = 2%y = 2-LT(f4). De este modo,
por el Lema { fg, f4, f5} es una base de Grobner. Ademés, como no hay més casos en los

que un término principal divide a otro distinto, { fg, f4, f5} es una base de Grobner minimal.

Si observamos la base minimal que construimos en este ejemplo, podemos ver que dado

cualquier a € K, el conjunto
f3:$2+a$y7 f4:my? f~5:y2_(1/2)x7

es una base de Grobner minimal. Suponiendo que el cuerpo es infinito, tenemos infinitas
bases de Grobner minimales para el mismo ideal, asi que escogeremos una entre todas ellas,

que consideramos segin la siguiente definicion.

Definiciéon 2.23. Una base de Grobner reducida para un ideal I C Klzy,...,z,] es una

base de Grobner G de I tal que
(i) LC(p) =1 para todo p € G;

(ii) Para todo p € G, ningin monomio de p esta en (LT(G — {p})).
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Proposicion 2.24. Sea I # {0} un ideal del anillo de polinomios. Dado un orden monomial,

I tiene una unica base de Grobner reducida.

Demostracion. Sea G una base de Grobner minimal de I. Decimos que g € G es reducido
para G si ningtin monomio de g esta en (LT(G — {g})). Si g es reducido para G, lo es para
cualquier otra base de Grobner minimal de I que contiene a g y tiene los mismos térmi-
nos principales. Esto es asi porque la definiciéon de reducida, solo involucra a los términos
principales.

Dado g € G, sea ¢’ = g% 19} y sea G' = (G — {g}) U{g'}. Sabemos que LT(¢') = LT(g),
ya que G es minimal, entonces (LT(G’)) = (LT(G)), por lo que es inmediato ver que G’ es
minimal, y que ¢’ es reducido para G’ por construccion.

Tomamos ahora los elementos de G y aplicamos el proceso definido en el parrafo anterior
hasta que todos sean reducidos. La base de Grobner puede cambiar cada vez que realizamos
el proceso, pero por nuestra observacion previa, cuando un elemento es reducido, siempre es
reducido ya que no cambiamos los términos principales. De este modo, nuestra base final es
reducida.

Para probar la unicidad, supongamos que G y G son bases de Grébner reducidas de 1.
Como son minimales, LT(G) = LT(G). Como consecuencia, dado g € G existe § € G tal que
LT(g) = LT(g). El elemento g — g pertenece a I y como G es base de Grobuer, HG =0.
Como LT(g) = LT(g), los términos principales se cancelan en g— g y ninguno de los términos
que queda son divisibles por ningin LT(G) = LT(G) ya que G y G son reducidas. De este
modo, HG =g — g =0, demostrando asi que g = g. O

Ejemplo 2.25. Seaelideal I = (2224 77y+2—3,x4+y+2z—T7,x—y—z+11) C K[z1,...,2y].

Usando Singular, podemos calcular una base de Grobner y una base de Grobner reducida.

> ring r = 0, (x,y,2), lp;
> poly £=22x+77y+z-3;

> poly g=x+y+z-77;

> poly h=x-y-z+11;

> ideal I=f,g,h;

> std(I);

_[11=76z-4111

_[2]=y+z-44

_[3]=x-y-z+11

> option(redSB); //opcidn para calcular bases reducidas
> std(I);

_[1]1=76z-4111
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_[2]1=76y+767
_[3]=x-33

Vemos que la salida de Singular nos da una base de Grébner reducida, salvo los coefi-

cientes.

Una consecuencia inmediata de la Proposicion [2:24]es el algoritmo de igualdad de ideales.
Si queremos ver si dos ideales son iguales, basta con hallar la base de Grobner reducida de
cada uno. Si coinciden las bases, los ideales seran iguales, y si son distintas, los ideales seran

distintos.

Observacion 2.26. El algoritmo de eliminacion Gaussiana, no es mas que un caso particular
del algoritmo de Buchberger. Cuando hallamos la matriz escalonada, estamos hallando una
base de Grébner minimal, respecto al orden lexicografico. Ademas, cuando hallamos la matriz
escalonada reducida, estamos calculando la dnica base de Grobner reducida. En el Ejemplo
[2:25] vemos esta propiedad. En el capitulo 3, veremos que la propiedad de eliminar variables,

se puede extender al caso no lineal.

Observacion 2.27. El algoritmo de Euclides para el calculo del méximo comin divisor de
dos polinomios en una variable, también es un caso particular del algoritmo de Buchberger.
El polinomio que obtenemos al final, no es méas que la base de Grobner reducida del ideal

generado por los dos polinomios iniciales.
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Capitulo 3

Teoria de la eliminacién

3.1. Teoremas de eliminacién y extension
Para ver como funciona la teoria de la eliminacion, comenzaremos con un ejemplo.

Ejemplo 3.1. Nuestro objetivo es resolver el sistema de ecuaciones

?+y+z=1,
r+y’+z=1,
r+y+22=1.

Sea I C K|z,y,z] el ideal
I=@4+y+z—lLo+y*+z—lLo+y+22-1).
Los polinomios

g=r+y+2?-1,

ga=y —y—2+2
93:2y2:2+z4—22,

ga = 25 — 4zt + 423 — 22

nos dan una base de Grébner de I respecto al orden lexicografico. Ademas, las soluciones del
sistema de ecuaciones son las mismas que los ceros de los polinomios de la base de Grébner
formada por {g1, g2, g3, g4 }. Si nos fijamos, vemos que g4 solo involucra a la variable z, asi
que los posibles valores de z son 0,1 y —14+/2. Si sustituimos en g5 y g3, determinamos los

posibles valores de y, y por tltimo, sustituyendo en g1, los de x. De este modo, encontramos

23
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las siguientes cinco soluciones:

(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1),
(—14+V2,-1+V2,-14+V2),
(-1 -v2,-1-v2,-1-V2).

Para encontrar estas soluciones, hemos seguido dos pasos. El primero es el paso de eli-
minacién, en el cual eliminamos las variables x e y del sistema de ecuaciones. El segundo,
es el paso de extension, en el cual una vez determinados los valores de z, los extendimos a

las soluciones de las ecuaciones originales.

Definiciéon 3.2. Sean x = {z1,...,2;1}, y = {Zi+1,...,2n}. Un orden monomial > en

K[x,y] se dice que elimina a x si para todo y7,y°

x*>x? = x%7 > xPy’.

El orden lexicografico con x1 > -+ > x,, elimina las variables {z1,...,zs} para todo s.
Definicién 3.3. Dado I = (f1,..., fs) C Klz1,...,2,], el l-ésimo ideal de eliminaciéon I,
es el ideal de K[z;41,...,x,] definido por

I; :[ﬂK[xH_l,...,l‘n]

Teorema 3.4 (Teorema de Eliminacion). Sea I C Klz1,...,zy] un ideal y sea G una base
de Grébner de I respecto un orden que elimina a {x1,...,x;}. Entonces para cada 0 <1 < n,
el conjunto

G =GNK[xi41,...,%y)
es una base de Grébner del I-ésimo ideal de eliminacion I;.
Demostracion. Sea | entre 0 y n. Por construccion, G; C I;, entonces, tenemos que ver que
(LT (L)) = (LT(GY))-

Una inclusion es trivial, asi que llega con probar que (LT(I;)) C (LT(G))). Sea f € I,
tenemos que ver que LT(f) es divisible por LT(g) para algin g € G;. LT(f) es divisible
por LT(g) para algin g € G, ya que G es base de Grobner. Ademas, como f € I;, f solo

involucra a las variables {z;y1,...,2;}. Pero como el orden que estamos usando, elimina
{z1,...,2}, cualquier monomio que tenga algin elemento de {x1,...,2;} es mayor que
todos los monomios de K[xz;11,...,2,], entonces LT(g) € K[xi41,...,2,] implica que g €
K[z, ..., %y,). De esta forma, g € G;, y queda probado el teorema.

O
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Teorema 3.5 (Teorema de Extension). Sea I C Klx1,...,zy] un ideal con K algebraica-

mente cerrado y sea I el primer ideal de eliminacion de I. Supongamos que tenemos una

solucion parcial b= (ag, . ..,a,) € V(I1). Si el ideal I contiene a un polinomio f tal que
f=c(x,... ,:L’n)xf] + términos de grado < N en x1
con c(b) # 0, entonces existe un a € K tal que (a,az, ... ,a,) € V(I).

Para ver la demostracién de este teorema, necesitamos informacién auxiliar.

Definicion 3.6. Definimos
LC,,(f) = c(za, ..., x,)

deg,, (f) =N
siendo ¢(xa,...,x,) el polinomio y el N el entero que resultan al escribir f de la forma
f=c(xa,...,z,)zY + términos de grado < N en ;.
Definicién 3.7. Sea f € K[x1,...,x,] y sea b= (as,...,a,), definimos

f = f(va) € K[xl]

Lema 3.8. Dadas las condiciones del Teorema de Eztension y sea G una base de Grébner

de I con respecto a un orden que elimina a x1. Entonces, existe g € G tal que LCy,(g) # 0.

Demostracion. Sea f € I tal que LC,,(f) # 0. Tomamos f = deG hgg. Entonces,
LT(f) = méx{LC(hgyg) : hy # 0}.
Como > elimina z1, tenemos que

deg,, (f) = max{deg,, (hgg) : hy # 0}

y entonces,

LC&:1 (f) = Z LCCEI (hg)LCOE1 (g)

deg, (hgg)=deg, (f)

Quedando probado el lema. O
Estamos ahora en condiciones de demostrar el Teorema de Extension.

Demostracion (Teorema de Extension). Por el lema anterior, podemos escoger g € G con
LC:,(9) #0, y M = deg,, (g) minimo. Sabemos que M = deg,, (g) > 0.
Afirmamos que

{f:fel}=(g) C Klz]. (3.1)
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Si esto es cierto, como el grado de g es mayor que cero y K es algebraicamente cerrado,

existira algin a € K tal que

gla) =0 = f(a) = f(a,b) =0

lo que probaria el teorema.
Para probar la afirmacion (3.1)), veremos que h € (§) para todo h € G. Veamos primero
que si dado h € G tal que deg,, (h) < M = deg,, (g), implica que h = 0. Sea m = deg, (h).

Como M es minimo, LCy, (h) = 0, asi que deg, (h) < deg,, (h). Definimos
S =LC,, (9)xM""h —LC,, (h)g € 1.

Como S € I, lo expresamos como combinacion lineal de elementos de la base. S =), Ael.

Vemos que
(i) LCs, (g)zt" "h =8 = >veq Adl.
(i) mix{deg,, (Ar) + deg,, (¢) : A, # 0} = deg,, (S) < M.
Por (i), como LC;, (g) # 0 y m = deg, (h).
M — deg,, (h) + deg,, (h) < max{deg,, (A;) + deg,, (1)},

asi que

deg,, (h) — deg,, (h) > min{M — (deg,, (A¢) + deg,, (1)) }. (3-2)

Por otra parte, para todo £ € G en S tiene deg, (£) < M, asi que deg, (¢) < deg,, (¢).
Entonces,

deg,, (A¢) + deg,, (0) < deg,, (A¢) + deg,, (£) < M. (3-3)

Uniendo las desigualdades (3.2)) y (3.3), obtenemos que
deg, (h) — deg,, (h) > 2. (3.4)

La desigualdad, se aplica a todos los h € G con deg, (h) < M y por lo tanto, se aplica a

todos los £ € G de ), . A¢l. Si argumentamos como antes,
deg,, (A¢) + deg,, (£) < deg,, (A¢) + deg,, (£) < M.
Pero por (3.4) en la primera desigualdad estricta, la diferencia es de al menos 2, asi que
degrl (h’) - degml (E) Z min{M - (degml (E) + degxl (Z))} Z 3.

Si seguimos argumentando de esta manera, vemos que h = 0 para todo h € G con deg, L(h).

Una vez probado esto, vamos a demostrar que h € (g) para todo h € G.
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Seguiremos induccion en deg,, (h). Si deg, (h) < M implica que h = 0 € (g) por lo
demostrado anteriormente.
Supongamos que h € (g) para todo h € G con deg,, (h) < m, siendo m > M. Sea h € G

con deg, (h) =m. Entonces
S =LC,, (9)h —LC,, (h)a™ Mg e 1.
representado como combinacion lineal de elementos de la base S =}, A/f. Asi que
deg, (S) <m == deg,, (f) < m para todo £ en S.

Por la hipétesis de induccion, £ € (g). De este modo,

LCy, (9)h — LGy, (W)a™ Mg =8 =" AL

Entonces, LC,, (g) # 0 implica que h € (g), quedando asi probado el teorema. O

La demostracion tradicional de este teorema, que podemos encontrar en [4] usa las lla-
madas Resultantes, o métodos mas abstractos de la geometria algebraica. La demostracion

que hacemos esté basada en [11].

Corolario 3.9. Sea I = (f1,...,fs) C K[x1,...,2,], y supongamos que para algin i, f; es
de la forma

fi= cx{v + términos de grado < N en x1,

donde ¢ € K distinto de cero y N > 0. Si I; es el primer ideal de eliminacion de I, y
(ag,...,an) € V(I1), entonces existe ay € K tal que (a1, az,...,a,) € V(I).

Ejemplo 3.10. Consideremos las siguientes ecuaciones en C

xy =1,

xz = 1.

Consideramos el ideal I = (xy — 1,2z —1) y hallamos una base de Grébner respecto el orden

lexicografico. El cddigo en Singular para esto es:

> ring r=0,(x,y,2), 1lp;
> poly f=xy - 1;

> poly g=xz - 1;

> ideal I = £, g;

> std(I);

_[1]l=y-=z

_[2]=xz-1
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Vemos que G = (xz — 1,y — 2) y que el primer ideal de eliminaciéon es I; = (y — z). Las
soluciones parciales son de la forma (a,a), y para poder extenderlas a soluciones completas,

usando el teorema de extension, reescribimos el polinomio de la base que no esta en Iy
xz—1=c(y,z)x —1,

con c¢(y,z) = z. Entonces, podremos extender la solucion, siempre que a # 0. Asi, las
soluciones del sistema de ecuaciones seran de la forma (1/a,a,a) para todo a € C, con

a # 0, lo que es lo mismo,

V(I)={(1/a,a,a) € C*:a € C,a # 0}.

3.2. Geometria de la Eliminacion

En esta seccion veremos una interpretacion geométrica de los teoremas probados en
la seccién anterior, y hablaremos del Teorema de Clausura, que describe la relacion entre

soluciones parciales e ideales de eliminacién.
Definicién 3.11. Para eliminar las [ primeras variables, definimos la funcién proyeccién
K — K

que lleva (ai,...,a,) a (aj41,...,a,). Si aplicamos m; a una variedad V' C K", obtenemos

W[(V) c Kn

Lema 3.12. Sea V =V (f1,...,fs) C K una variedad y I; = {f1,..., fs) N K[x;41, ..., Zx]

el l-ésimo ideal de eliminacion. Entonces, en K"~! tenemos que

7T1(V) C V(Il).

Demostracion. Dado un polinomio f € Ij, si (ay,...,a,) € V, como f € (fi,..., fs), tene-
mos que f(aq,...,a,) = 0. Pero como f solo involucra a las variables x;1, ..., z,, podemos
escribir

flaiz1, ... an) = f(m(al,...,an)) =0.

O

Como en la seccion anterior, llamaremos a los puntos de V(I;) soluciones parciales, y

usando el lema anterior, podemos escribir (V') de la manera siguiente:

m(V) ={(ar41,-.-,a,) € V(I;) : Ja,...,a; € K tal que (aq,...,a;,a141,-..,a,) € V}.
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Si volvemos al Ejemplo la variedad V(I) era la recta y = z, y podiamos extender

soluciones siempre que z # 0. Es decir

V() = {(a,a) € C?}.
(V) ={(a,a) € C* 1 a # 0}.
En particular, 71 (V') no es una variedad afin, ya que le falta el punto (0, 0).

Teorema 3.13. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea una variedad de la forma
V = V(fi,...,fs) C K", y sean g; los polinomios que acompaiian al monomio x¥ al
expresar f; de la forma descrita en el Teorema de FEuxtension (Teorema . Si I es el

primer ideal de eliminacion de (fi1, ..., fs), entonces tenemos la siguiente igualdad en K™~!
V(Il) = ’/Tl(v) U (V(gh e ,gs) N V(Il))
donde m, : K™ — K™ es la proyeccion en las ultimas n — 1 componentes.

Demostracion. Por el Lema esta claro que V(I) D m (V) U (V(g1,-..,9s) N V(I1)).

Para ver la otra inclusion, tomamos un punto a = (asg,...,an) € V(I1). Sia ¢ V(g1,...,9s)
entonces por el Teorema de Extension a € m (V). Entonces, a pertenece a (V(917 ceygs) N
V(I)) o pertenece a 71 (V). O

Este teorema nos dice que si al conjunto 71 (V') le afadimos la variedad V(g1,...,gs),

obtenemos la variedad V(I). El problema, es que no sabemos como de grande puede llegar
aser V(gi,...,9s), entonces el teorema anterior, no nos dice nada sobre el tamano de 71 (V).
Para conseguir una relacion méas fuerte entre m; (V) y V(I1), demostraremos el Teorema de

Clausura, pero para ello necesitamos algunos resultados previos.

Definicién 3.14. Sea un conjunto S C K" definimos el ideal de S como
I(S) ={f € K[x1,...,2,] : f(a) =0 para todo a € S}.

Definicion 3.15. Llamaremos clausura de Zariski de S C K™ a la menor variedad afin que

contiene a S.
Proposicion 3.16. Sea S C K", la clausura de Zariski de S es igual a V(I(S’)).
La demostracion de este resultado la podemos encontrar en [4].

Definiciéon 3.17. Sea I C Klx1,...,2,] un ideal. El radical de I es el siguiente ideal

VI={f:fN eI paraalgin N > 1}.
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Teorema 3.18 (Teorema débil de los Ceros de Hilbert). Sea K un cuerpo algebraicamente

cerrado y sea I C K[x1,...,x,] un ideal. Entonces V(I) =0 si y solo si I = K[x1,...,zy].

Corolario 3.19. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Dado un ideal I C K|[x1, ..., xy]

y G la base de Grobner reducida de I, V(I) =0 si y solo si G = {1}.

Teorema 3.20 (Teorema de los Ceros de Hilbert). Sea K un cuerpo algebraicamente ce-
rrado. Sean f, f1,...,fs € K|x1,...,2,] tales que f € I(V(fl7 .. .,fs)), entonces existe un
entero N > 1 tal que

e lfi, o fs).

Teorema 3.21 (Teorema fuerte de los Ceros de Hilbert). Sea I C K[x1,...,2,] es un ideal,

y K la clausura algebraica de K, entonces
I(Vz(I)) = V1.
La prueba de estos resultados la podemos encontrar en [1] y [4].

Teorema 3.22 (Teorema de Clausura). Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea

V=V(f1,...,fs) C K" ysea I el primer ideal de eliminacion de (f1,..., fs). Entonces
(i) V(1) es la variedad afin mds pequenia que contiene a 7 (V) C K" 1,
(ii) StV # 0, existe una variedad afin W C V(1) tal que V(I1) — W C w1 (V).

Demostracion. Como consecuencia de la Proposicion para demostrar (i), tenemos que
demostrar que V(1) = V(I(71(V))). Por el Lema m1(V) C V(I1). Como V (I(m1(V)))
es la variedad afin mas pequeiia que contiene a m1(V), es inmediato que V(I(m(V))) C
V().

Para ver la otra inclusion, sea f € I(?Tl(V)>, es decir, f(ag,...,a,) = 0 para todo
(ag,...,an) € m1 (V). Si consideramos f como un elemento de K[zy,...,x,], esta claro que
f(a1,...,a,) =0 paratodo (ai,...,a,) € V. Por el Teorema de los Ceros de Hilbert, existe
un entero N para el que f¥ € (fi,..., fs). Sabemos que fV no depende de z1, ya que f
tampoco depende de z1, asi que f¥ € (f1,..., fs) N K[xa,...,2,] = I;. Entonces f € /I,
lo que implica que I(71(V)) C v/I1. Entonces V(I1) = V(vI}) € V(I(m1(V))) € V(1)

Veamos ahora el apartado (ii) del teorema. Sea W = V(g1,...,9s) N V(I1). W es una
variedad afin por ser intersecciéon de variedades. La descomposicion del Teorema [3.13] nos
dice que V(I;) = W C m (V). Si W # V(I;), habriamos terminado, pero puede pasar que
W =V(I).

En este caso, tenemos que cambiar las ecuaciones que definen V' para que W se vuelva

maés pequeno. Primero tenemos que

siW =V(I), entonces V=V (f1,..., fs;91,---,9s)-
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Veamos la demostraciéon de esto. Una inclusién es obvia, ya que solamente estamos ana-
diendo ecuaciones V(f1,..., fs,91,---,9s) C V(f1,...,fs) = V. Para ver la otra inclu-
sion, sea a = (a1,...,a,) € V. Esta claro que cada f;(a) = 0 para todo i, y como
(agy...,ay) € m (V) C V(I;) = W, tenemos que para cada i, g;(a) = 0. Entonces
(a1y..vvan) €EV(f1,o oy fsy G155 9s)-

Sea ahora I = (fi,...,fs) el ideal original, y sea I = (f1,..., fs,g1,-..,gs). Por el
apartado (i) del teorema, que ya esta probado, sabemos que V(I;) y V(I;) son ambos la
variedad mas pequena que contiene a 7(V'), tenemos que V(I1) = V(I}).

El siguiente paso, es encontrar una base mejor para I. Recordamos que los g; estan

definidos al escribir

fi=gi(xa,... ,:cn)acjlv + términos de grado < N; en 21,
donde N; > 0y g; € K[xa,...,z,] es distinto de cero. Definimos ahora los siguientes
polinomios
fi=fi — gix?".

Para cada i, o f; es cero, o tiene grado estrictamente menor en z; que f;. Ademaés, esta claro

que

j: <f17"'7f~svgla~"7gs>'

Si aplicamos el Teorema aV = V(fl, ey fs, g1,---,9s), como los coeficientes prin-

cipales de los generadores son diferentes, tendremos una descomposiciéon diferente

V(1) =V() =m (V)UW.
En general, no podemos asegurar que W sea estrictamente menor, es decir, puede darse que
W= V(I). Si esto pasa, repetimos el proceso una y otra vez hasta que consigamos que sea
estrictamente menor. Supongamos ahora que cada vez que realizamos el proceso obtenemos
V(I;). Los grados en x; cada vez son menores, hasta que llega un punto en el que son 0. Esto
quiere decir que V puede ser definida buscando soluciones de polinomios en K|xa, ..., Z,].
Entonces, si (ag,...,a,) es una solucion parcial, (ai,as,...,a,) € V para todo a1 € K ya
que x1 no aparece en las ecuaciones que definen V. Entonces, como toda solucién parcial se

extiende, m (V) = V({1), entonces tenemos que W = (). O

Este teorema se puede probar cambiando en el enunciado el primer ideal de eliminacién
por el l-ésimo ideal de eliminacién. La prueba clasica usa resultantes y otros métodos de
algebra abstracta y se puede encontrar en [4]. En [II] se da una demostracion alternativa,

que no usa las herramientas de la prueba clasica.
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Corolario 3.23. Sea V = V(f1,...,fs) C con K algebraicamente cerrado, y supongamos

que para algun i, f; es de la forma
fi = cxf[ + términos de grado < N en x1,

donde ¢ € K distinto de cero y N > 0. Si I1 es el primer ideal de eliminacion, entonces en
anl
m(V)=V(l).

3.3. Implicitacién

En esta seccion, trataremos el problema de implicitacion. El principal objetivo es que
dada una variedad V descrita usando ecuaciones paramétricas, convertir la parametrizacion
en ecuaciones que definan V. Nos pueden surgir diferentes problemas, como que la parame-
trizacién no cubre todos los puntos de la variedad V. Entonces, el problema que vamos a
tratar, es el de buscar las ecuaciones que definen la variedad V' més pequena que contiene
a la parametrizacion. Ademés, trataremos el caso en que la parametrizacion estd dada por

funciones racionales en vez de polinomios.

Ejemplo 3.24. Sea la superficie dada paramétricamente por

T = uv,
y="v,
2z =u?.

Si despejamos los parametros, obtenemos la ecuacién implicita f = z? — 22, que nos define
una variedad V' = V(f). Como veremos mas adelante, V es la menor variedad que contiene
a la parametrizacion. El problema que nos encontramos es que si nuestro cuerpo es R, los
puntos (z,y,z) que obtenemos al variar v y v, no llenan la variedad V. Por ejemplo, los
puntos de la forma (0, 0,¢) con ¢t < 0, somos incapaces de obtenerlos con la parametrizacion,

en cambio pertenecen a la variedad.

Examinaremos primero el caso de una parametrizaciéon polinémica de la forma

Tr] = fl(tl,...,tm),

Ty = fn(tl,...,tm).
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donde f1, ..., f, son polinomios de K[ty,...,t,]. Podremos verlo geométricamente como la
funcion

F:K™ — K",
definida por

Fti, . tm) = (filts, o otm) oo falta, oo b)),

Entonces, F(K™) C K™ es el subconjunto de K™ parametrizado. Como ya vimos, puede
darse que F'(K™) no sea una variedad afin, entonces nuestro objetivo es encontrar la menor
variedad afin que contiene a F(K™).

Definimos la variedad V = V(z1 — f1,...,2, — fn) C K™™. Los puntos de V se pueden

escribir de la forma

(tla“'atmafl(tla"'vtm)a"'7fn<t1a"'7tm))7

lo que muestra que V' se puede escribir como grafo de una funcion. Consideramos ademas la
funcién

it K™ — K

definida por

i(tlw-'atm) = (tlu"'7tm7f1(t1a~~'7tm)7"'7fn(t17-~'7tm))7
y la funciéon proyeccion
T KT — K™,
definida por
T (Bl ooy by @1y ey X)) = (T4, 0, Tp)-

Vemos que F = 7, oi y que i(K™) = V. Entonces obtenemos
F(K™) =m0 (i(K™)) = mm (V), (3.5)

es decir, la imagen de la parametrizacion es la proyeccion del grafo. Podemos aplicar ahora
la teoria de la eliminacién desarrollada en el capitulo 3 para encontrar la menor variedad

que countiene a F(K™).

Teorema 3.25. Sea K un cuerpo infinito y sea F : K™ — K™ la funcidn determinada por
la parametrizacion polindmica. Sea I = (x1 — f1,...,Zn — fn) C K[t1,..  tm, T1,.. ., Tn] ¥
sea I, = INKxy,...,2,] el m-ésimo ideal de eliminacion. Entonces V(I,) es la variedad

afin mds pequenia de K™ que contiene a F(K™).
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Demostracion. Sea'V = V(I) C K™*™. Por lo desarrollado antes del enunciado del teorema,
V es el grafo de F'. Si suponemos que K es algebraicamente cerrado, F'(K™) = m,,,(V), y
por el Teorema de Clausura (Teorema , sabemos que V(1) es la menor variedad que
contiene a m,,(V), por lo que queda probado.

Supongamos ahora que K no es algebraicamente cerrado. Llamaremos K a su clausura
algebraica y Vi (I,,) sera la variedad en K™ mientras que Vz(I,,) sera la variedad en K.

Por la ecuacién y el Lema sabemos que F(K™) = m,(V) C Vi(Iy). Sea
Zx = Vi(q1,...,9s) C K™ una variedad de K™ tal que F(K™) C Zk. Tenemos que
demostrar que Vi (I,,) C Zg. Como F(K™) C Zk, para todo i, g; o F' es cero en todo
punto de K™. Como g; € K[x1,...,xy,], y F = (f1,..., fn) esta construido por polinomios
en K[ty,...,t,] tenemos que g; 0o F € Klt1, ..., tm].

Entonces, los polinomios g; o F' son cero en todo punto de K™, asi que como K es infinito,
gi o F' es el polinomio cero. En particular, esto significa que g; o F' también es cero en Fm, y
que los g; son cero en todo punto de F(Fm) De hecho, Z% = V#(g1, - - -, gs) es una variedad
de K" que contiene a F' (Fm) Como el teorema es cierto para K ya que es algebraicamente
cerrado, tenemos que V(I,,) C Z% en K". Si solo tomamos las soluciones que estan en

K™, es inmediato que Vg (I,,) C Zk, quedando probado el teorema. O

Este teorema, nos da un algoritmo para obtener las ecuaciones implicitas de una parame-
trizacion polinomica. Basta con computar una base de Grébner con respecto un orden que
elimine las variables ¢ del ideal T = (x1 — f1,...,2, — fn). Por el Teorema de Eliminacion,
las ecuaciones que no tengan a las variables ¢ forman una base de I,,,, y este ideal definira

la menor variedad de K™ que contiene a la parametrizacion.

Ejemplo 3.26. Si volvemos al problema del Ejemplo [3.24] tomando C como cuerpo, una
base de Grobner respecto del orden lexicografico con v > v > = > y > z del ideal I =

(x —uv,y — v,z — u?) esta formada por los polinomios

— 2 2
g1=2 —Yz

g2=v—Y,
g3 =uy —x,
g4 = UT — Yz,

g5 = u? — 2.

Vemos que I> = (g1), la ecuacién que obteniamos al despejar v y v, que por el Teorema
sabemos que V(I3) es la menor variedad que contiene a la parametrizacion. Ahora

queremos saber si los puntos de la parametrizacion llenan toda la variedad V(g;) C C3. El
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Teorema de Eliminacién nos dice que I; = (g1, g2). Sea (z,y, z) € V(I3), como g, esté en la
forma del Corolario se puede extender a una solucion de la forma (v, z,y,z) € V(I1).
Del mismo modo, si tomamos un punto (v,x,y,z) € V(I1), como g5 vuelve a estar en la
forma del Corolario podemos extender la solucion a (u,v,x,y,z) € V(I). Entonces,

demostramos que la parametrizacion es igual a V(I3) = V(g1).

Veamos ahora que pasa si consideramos una parametrizaciéon formada por funciones

racionales.

Ejemplo 3.27. Sea la parametrizacion

U2
xT=—,
v
,02
y=—
u
zZ = U.

Es inmediato comprobar que todo punto siempre pertenece a la superficie 22y = 23.

Nuestro primer instinto para hallar la variedad més pequena que contiene a la parametri-
zacion, puede ser quitar denominadores y utilizar el proceso descrito para parametrizaciones

polindémicas. Si hacemos esto, obtenemos el ideal
I = (ve —u? uy —v? 2z —u) C K[u,v,2,v, 2],

y si usamos el Teorema de Eliminacién para eliminar las variables u y v, obtenemos que

Iy = (z(2y — 2®)), por lo que
V(I2) = V(z®y - 2*) UV (2),
en particular, V(I3) no es la variedad més pequena que contiene a la parametrizacion.

En general, para que el truco descrito antes funcione, tenemos que hacer algunos cambios.

La situaciéon que tenemos es la siguiente:

_ fl(t17"'atm)

Tl = —F 7
gt tm)

~ falty, o tm)
Tn = —FF—F
gn(tla e ,tm)

donde fi,...,fn,91,---,9n € K[t1,...,tm]. La funcion F definida de K™ a K™ dada por
la parametrizacion puede no estar definida en todo K™ por los denominadores. Si tomamos
W =V(g1-g2---gn) C K™, esta claro que

filte, ... tm) fn(th...,tm))
g1t o tm) gty tm) )

F(tl,...,tm):<
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define una funcion

F:K™"—-W — K"

Entonces, para resolver el problema de implicitacién, tenemos que encontrar la menor
variedad de K™ que contiene a F(K™ — W). Si consideramos las aplicaciones i y m,;, como
en el apartado anterior, es facil comprobar que (K™ — W) C V(I), donde I = ((¢121 —
fi,--,gnTn — fn)) es el ideal obtenido al quitar denominadores.

Pero este ideal no nos es suficiente, como vimos en el ejemplo anterior. Lo que vamos a
hacer, es usar una dimension extra para controlar a los denominadores. Sea g = g1 g2 - * gn,

tenemos que W = V(g). Consideramos el ideal

J: <(911'1 _fla-~-7g'ern_fn)71_gy> CK[y,tl,---7t7m$17~-~,$n .

La ecuacion 1 — gy = 0 significa que los denominadores g1, ..., g, nunca son cero en

V(J). Consideramos ahora las siguientes funciones

ji K™ —W — Kntmtl

a1 s KT K

definidas por

Filt, .o tm) Tty s tm)
t ot ’

i(t1 o ) ( ! tryeit
1y--+> =\ 7 ol ;
J " g(tla atﬂl) " gl(tlv R}

m)
Tl (Ys Ty oy by @1y e ooy ) = (X1, 00, T
Como antes, tenemos que F' = 7,41 0 j.

Lema 3.28. En las condiciones anteriores, j(K™ — W) = V(J) en K"tm+L,

Demostracion. De las definiciones de j y J, es inmediato que j(K™ — W) C V(J).

Para ver la otra inclusion, tomamos un punto (y,t1,...,tm, Z1,...,2,) € V(J). Como
g(t1,...,tm)y = 1, implica que ninguno de los g; es cero en (t1,...,t,) y por lo tanto,
gi(t1, .. tm)xi = fi(t1,...,tm) puede ser resuelta por x; = fi(t1,...,tm)/gi(t1,. . tm).
Como y = 1/g(t1,...,tm), esté claro que el punto pertenece a j(K™ — W). O

Entonces, como consecuencia de que F' = 7,41 0 j y de este lema, obtenemos que
F(K™ =W) =T (J(K™ = W)) = mmy1 (V(])). (3.6)

De este modo, como en el Teorema podemos usar la Teorfa de la Eliminaciéon para

resolver el problema.
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Teorema 3.29. Sea K un cuerpo infinito y sea F : K™ — W — K" la funcion de-
terminada por la parametrizacion racional. Sea J = (x191 — f1,.. ., Tngn — fn,1 — gy) C
Kly,t1, .. tm, T1,...,@p] donde g =g1-9g2-- - gn y s€a Jmi1 = JNK[21,...,2,] el (m+1)-
ésimo ideal de eliminacion. Entonces V(Jp41) es la variedad afin mds pequena de K™ que

contiene a F(K™ — W).

Demostracion. Como en la demostracion del Teorema[3.25] si K es algebraicamente cerrado,
es consecuencia inmediata del Teorema de Clausura (Teorema .

Suponemos ahora que K no es algebraicamente cerrado y continuamos con la notacién
del Teorema Sea V = V(J) C K"™¥1 por la ecuaciéon y el Lema sabemos
que F(K™ = W) = mp1(V) € Vk(In). Sea Zxg = Vi(g1,...,9s) C K™ una variedad
de K™ tal que F(K™ — W) C Zg. Tenemos que demostrar que Vg (I,,) C Zg. Como
F(K™ — W) C Zg para todo i, g; o F es cero en todo punto de K™ — W. Como ¢; €
Klzy,...,2,], vy F = (f1,..., fn) esta construido por polinomios en K[ty,...,t,], tenemos
que g;o F € Klty,...,tm].

Si demostramos que cada polinomio g; o F es el polinomio cero, proseguiriamos el razona-
miento como en el Teorema y quedaria probado el enunciado. Entonces si consideramos
el polinomio (g; o F') - g, es cero para todo punto a € K™, ya que si a € W, tenemos que
g(a) =0,y siae K" —W, tenemos que (g; o F')(a) = 0. Entonces (g; o F) - g es el polinomio

cero, y como sabemos que g # 0, no queda mas remedio que g; o F' lo sea. O

Ejemplo 3.30. Si usamos el algoritmo descrito en el teorema anterior para el Ejemplo

> ring R = 0, (t,u,v,x,y,2), 1lp;
> ideal I = v*x - u™2, uxy - v°2, z - u, 1 - vkuxt;
> std(I);

_[11=x2y-23

_[2]=vz-xy

_[31=vx-2z2

_[4]=v2-yz

_[6]=u-z

_[6]1=tz3-x

_[7]=tyz2-v

_[8]=txy-1

Es decir, la menor variedad que contiene a la parametrizacion es V(I) = V(z2y — 23).
Ademas, observando los 3 tultimos polinomios y aplicando el Teorema de Extension, com-
probamos que el punto (0,0,0) € C? pertenece a la variedad, pero no se puede alcanzar con

la parametrizacion.
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Ejemplo 3.31. Podemos expresar la circunferencia de radio unidad con las siguientes ecua-

ciones paramétricas.

1
T e
2
YT e

Hallamos una base de Grobner del ideal descrito en el enunciado del Teorema [3:29] G =
{2?+y? —1,ty+a—1,tx+t—y, du—2x+y?—2}. Vemos que efectivamente la menor variedad
que contiene a la parametrizacion es V(22 4+ y? — 1), la circunferencia de radio unidad. Si
trabajamos sobre C, podemos extender las soluciones, ya que el tinico punto de C? donde
no podemos aplicar el Teorema de Extension, es el (0,0), pero este punto no pertenece a
V(I3).

Por otra parte, si trabajamos en R, vemos que el punto (—1,0) no se alcanza nunca.

Ejemplo 3.32. Consideramos la curva en C™ parametrizada por z; = f;(¢t), donde f1, ..., fu

son polinomios en C[t]. Obtenemos el ideal
I = <.131 — fl(t)7 ey Ty — fn(t)> C (C[t, T1,y..- ,xn].

Como la variable ¢, nunca aparece multiplicada por z;, aplicando el Corolario[3.9]del Teorema
de Extension, podremos extender siempre la solucién, es decir, la parametrizacion llena la
variedad V(Iy).

Esto no es cierto si trabajamos en R, ya que si tomamos la parametrizacién

una base de Grébner respecto del orden lexicografico con t > z > y del ideal I descrito en
el Teorema es G ={z—y,t —x}, y los puntos de la forma (a,a) con a < 0, pertenecen
a la variedad V(1) = V(z — y) y no se pueden alcanzar con la parametrizacion.

Si volvemos a C, pero los f;(t) permitimos que sean funciones racionales en vez de poli-
nomios, tampoco podemos asegurar que la parametrizacion llene la variedad. Por ejemplo,

considerando la parametrizacion

_t—1
TTern

1
y—z-

Una base de Grobner respecto del orden lexicografico del ideal J = ((t> + 1)z — (t — 1), ty —
L(A—ut)(t?+1))es G={zy* +x+y* -y, ty — 1, tox — ty + zy + v, 2u — x> — 2y* — y3}.
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Vemos que el punto (0,0) € C? pertenece a la variedad V(I3) = V(zy? + = + y* — y) pero

no podemos obtenerlo con la parametrizacion.

Ejemplo 3.33. Dada una parametrizacion racional, existe un caso donde el ideal I =
(9121 = f1,- - GnTn — frn) obtenido quitando denominadores, nos da la solucion al problema,
sin tener que anadir la ecuacion 1 — gy. Supongamos que z; = f;(t)/g:(t), donde solamente
tenemos un parametro t. Podemos suponer que para cada i, los polinomios f;(t) y g;(t) son
relativamente primos en K [t], en particular no tienen raices comunes. Si I C K[t, 21, ..., Zy],
tenemos que V(1) es la menor variedad afin conteniendo a F'(K—W), donde W = V(g) C K
con g =gy gn € K[t].

Si pasa esto, no solo i(K — W) C V(I) sino que tenemos la igualdad. Esto es por que si
un punto a = (£,a1,...,a,) € K" esta en V(I), g;(%) tiene que ser distinto de cero para
todo 4, ya que se cumple que g;(f)a; = f;(t), y que g; y f; tienen raices distintas. Al tener
que (K — W) = V(I) podemos adaptar la demostracion del Teorema para obtener el

resultado.
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Capitulo 4

Aplicaciones

Con la teoria desarrollada hasta aqui, somos capaces de dar aplicaciones muy varia-
das de las bases de Grobner. En este capitulo veremos algunas aplicaciones directamente

relacionadas con el dlgebra conmutativa.

4.1. Operaciones con ideales

Definicién 4.1. Si I y J son ideales del anillo K[zy,...,x,], definimos la suma de I y J
como

I+J={f+g:9€elygeJ}.

Proposicion 4.2. Si I y J son ideales en Klxy,...,2z,], entonces I + J también lo es.
Ademdas, I + J es el ideal mds pequerio que contiene a I y a J. Si I = {(f1,...,fr) v
J={g1,...,9s), entonces I +J = (f1,..., fryg1,---,9s)-

Demostracion. Primero es inmediato que 0 = 0+ 0 € I + J. Sean hy,hy € I + J. Por
definicién, existen f1,fo € I y g1,92 € J tal que hy = f1 + g1, ha = fo + go. Entonces,
hi4+ho=(f1+ f2) + (91 + g2), y como I y J son ideales, hy + ho € I+ J. Seahe I+ Jy
le K[zy,...,z,). Existen f € [ y g € J tales que h = f + g. Entonces, [-h=1-(f +g) =
l-f+1-g. Otra vez, como I y J son ideales, [ - h € I + J, demostrando asi que es ideal.

Si H es un ideal que contiene a I y a J, entonces H debe contener a todos los elementos
felygeJ. Como H esideal, tiene que contener a f + g, asi que I +J C H. Es decir, si
un ideal contiene a I y a J, contiene a I + J.

Sean I = (f1,...,fr)y J ={g1,...,9s), tenemos que {f1,..., fr,01,---,9s) C I+ J por
construccion. Por el parrafo anterior, como contienea I ya J, I+J C (f1,..., fr,g1,---,9s)-

O

41
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Definicién 4.3. Sean I y J ideales en K|z1,...,z,], definimos su producto como el ideal

generado por todos los productos f - g, donde f € Iy g€ J.

Proposicion 4.4. Sean I = {f1,...,fr) y J ={g1,...,9s), entonces
I-J={(fig;:1<i<r,1<j<s).

Demostracion. Esta claro que I-J D (fig; : 1 <i<r,1<j <s). Para demostrar la otra
inclusion, tomamos un polinomio en [ - J de la forma fg con f € [ y g € J. Escribimos f y

g en términos de los generadores

f:a1f1+anT7 g:blgl—’_.—"_ngS'
Entonces fg, se puede escribir de la forma ) ¢;; f;g;, donde ¢;; € K[z1,...,x,]. O

Si queremos tratar el caso de hallar la interseccion de ideales, se complica un poco. Es
claro que dados los ideales I y J de K[z1,...,2,], INJ es un ideal, y que I - J C I NJ.

Con el siguiente ejemplo, vemos que la otra inclusién no es cierta.

Ejemplo 4.5. Sean I = J = (x,y). Por una parte tenemos que I - J = (22, zy,y?) y
INnJ = (z,y). Y estos ideales son distintos, ya que x ¢ I - J.

Teorema 4.6. Sean I, J ideales en Kx1,...,x,]. Entonces
INJ={tI+1—=t)J)NKlzy,..., ).

Demostracion. Sea f € I'NJ. Entonces f =tf + (1 —t)f € tI+ (1 —1t)J.
Reciprocamente, sea f € (¢t + (1 —t)J) N K[zy,...,z,]. Entonces

fl@) =t ait,z)fi(x) + (1 =) Y b;(t, 2)g;(x).
i=1 j=1

Ya que el polinomio f es independiente de ¢, tenemos f = Y. _ a;(l,z)f; € Iy f =
Zj‘=1 b;(0,x)g; € J y por lo tanto f € I NJ. O

Este resultado nos da un algoritmo para calcular la interseccion de ideales. Si I =

{(fi,--, [y y J={g1,-..,9s), consideramos el ideal

tf1yoo s tfe, (1 —=1)g1,. .., (1 —t)gs) C K[t,x1,...,2Tn].

y calculamos una base de Grébner respecto de un orden que elimina a ¢, y después calculamos
el primer ideal de eliminacién y por el Teorema de Eliminacion (Teorema [3.4) tendremos

una base de Grobner de I NJ. Veamos un ejemplo en Singular.
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Ejemplo 4.7. Sean los ideales I = (x,y), J = (y?, z). Primero calcularemos la interseccion

con la funcién propia de Singular, y después el método descrito anteriormente.

> ring R = 0, (x,y,2),1p;

> ideal I = x,y;

> ideal J = y~2,z;

> intersect(I, J); //funcidén propia de Singular
_[1]=yz

_[2]=xz

_[3]=y2

> ring S = 0, (t,x,y,2),1p;
> ideal I

imap(R, I);
> ideal J

imap(R, J);
> ideal H

txI + (1-t)*J;

> std(H); //base de Grobner de t*I + (1-t)*J
_[1]l=yz

_[2]=y2

_[3]1=xz

_[4]1=tz-z

_[6]=ty

_[6]=tx

Vemos que la base de Grébner que nos da con el comando std, tiene tres polinomios que no
incluyen a la variable ¢t. Otra forma de eliminar la variable ¢ directamente es con el comando

eliminate.

> eliminate(H, t); /0tra forma de eliminar variables
_[1]l=yz
_[2]=y2
_[3]=xz

Como era de esperar, usando los tres métodos distintos nos da el mismo resultado.

Otra aplicacion de conocer un algoritmo para la interseccién de dos ideales, es que de
manera inmediata tenemos un algoritmo para calcular el minimo comin multiplo y maximo

comun divisor de dos polinomios, porque sabemos que

(f)n{g) = (LCM(f, 9))-
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[y
GCD(f,9) = ———.
9= Lor.g)
Definicién 4.8. Sean I y J ideales en K|x1,...,x,]. Llamamos ideal cociente al siguiente

ideal
J:I={geKlxy,...,xn]: g C J}.

Lema 4.9. Sea J un ideal y f # 0 un polinomio de K[x1,...,x,]. Entonces
1
J%ﬁZ?UﬁUﬂ

1
Demostracion. Sig € ?(Jﬁ<f>), entonces gf € J, por lo tanto g € J : (f). Por otra parte, si

1
g € J:{(f), entonces gf € J,lo que implica que gf € JN(f), por lo tanto g € ?(Jﬂ<f>) O

Proposicion 4.10. Sea I = (f1,..., fs) y J ideales en Klx1,...,x,]. Entonces
JiI=(J:(f).
i=1

Demostracion. Si g € J : I, entonces gI C J, asi que en particular gf; € J para 1 < i <'s,
entonces g € (;_, J : (f;). Por otra parte, si g € (;_, J : (f;), entonces g(f;) C J para todo
1 <i < s,y por lo tanto gI C J, obteniendo que g € J : I. O

Como sabemos calcular intersecciones de ideales, esta proposicion y el Lema .9 nos dan

un algoritmo para calcular ideales cocientes.

Ejemplo 4.11. Sean I = (z,y) vy J = (y?,2), calcularemos J : I con Singular de dos
maneras. La primera con un comando incorporado dentro del propio programa, y la segunda

usando el algoritmo definido arriba.

> ring R = 0, (x,y), dp; //primer método
> ideal I = x72, xty;

> ideal J = x*(x+y)~2, y;

> quotient(J, I);

_[11=y

_[21=x2

ideal H1 = intersect(J, x~2)/x"2; //segundo método

> ideal H2 = intersect(J, x+y)/(x+y);
> intersect(H1, H2);
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_[11=y
_[21=x2

Vemos que por ambos métodos, obtenemos que J : I = (y, x?).

Por dltimo, intentaremos obtener informacién del radical de un ideal. En general, cal-
cularlo es un problema complicado, pero podemos dar un criterio facil de pertenencia a un

radical.

Teorema 4.12. Sea I = (fi,..., fs) un ideal en K[z, ...,x,]. Entonces f € /T si y solo
sile(fi,..., fs, 1 —yf) C K[z1,...,2n,y], donde y es una nueva variable.

Demostracion. Sea K la clausura algebraica de K, por el Teorema fuerte de los Ceros de
Hilbert (Teorema tenemos que VI = I(Vf(I)), y por lo tanto f € VI si y solo
si f(a,...,a,) = 0 para todo (ai,...,a,) € Vi(I). Sea f € VI. Si (a1,...,a,,b) €
V({f1,..., fs;, 1 —yf)), entonces

filar,...,an) =0paratodoi=1,...,sy 1 —0bf(a1,...,a,) =0.

Pero como (ay,...,a,) € Vi(I), tenemos que f(ai,...,a,) = 0 lo que es una contradiccion

yaque 1=bf(ay,...,a,) =1 # 0. Entonces no hay puntos en Vi, asique 1 € (f1,..., fs,1—
yf).

Reciprocamente, sea 1 € (f1,..., fs,1 — yf). Entonces
1= Zhifi+h(1 -yf),
i=1

con h;,h € Klz1,...,z,,y|. Entonces para todo (a1, ...,a,) € Vi(I), tenemos que

1= (1 fyf(al,...,an))h(al,...,an,y).

Si f(ai,...,an) # 0, tomando y = obtenemos una contradiccion. Entonces,

v
flag, ... an)
f(ai,...,a,) =0,y por lo tanto f € /1. O

Este teorema, nos da un algoritmo para ver si un polinomio pertenece al radical de un
ideal.

Ejemplo 4.13. Sea f =z +y + 2, y sea I = (2°, 292,97, 2% + 2yz) C K[z,y, 2] un ideal.

Queremos ver usando Singular si f € V1.

> ring R = 0, (x,y,z,t), dp;

>poly £f =x +y + z;

> ideal I = x75, x*xy~3, y~7, z°3 + xx¥y*z, 1 - txf;
> std(I);

_[11=1
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Por lo tanto, vemos que f € /1.

4.2. Anillos cociente

En esta seccion, vamos a obtener informacion del anillo cociente K|z1,...,x,]/I, siendo

I C K[zy,...,zy) un ideal.

Proposicion 4.14. Sean f,g € Kl[z1,...,2,] y G una base de Grébner del ideal I C

Klz1,...,2,]. Entonces
_ . . .G _g
f=g (médI) siysolosif =g .
Ademds, {?G : f € Klxy,...,x,]} es el conjunto de clases de equivalencia del anillo cociente
Klzy,...,2,]/1. La aplicacion Ng : K[z1,...,x,] — Klx1,...,2,] que lleva a cada f a

?G es K-lineal.

Demostracion. Por el Algoritmo de la Division, existe g € I tal que f = ¢ + TG, asi que
f—?G € I. De este modo, f_|_]:7G+] en Klxy,...,x,]/1.

Veamos que la aplicacion descrita es K-lineal. Sean ¢1,¢ce € K,y f1, fa € K21, ..., 2],
tenemos que ¢ f1 —&—CQfg—(clEG—I—cQEG) € I entonces por la unicidad del resto, mg =
lec + g% = clfG + 959, quedando demostrado que es K-lineal.

Entonces, f =g (méd I) siy solo si existe ¢ € I tal que f = ¢+ ¢g. Como la aplicacion
anterior es lineal, ?G = G% 4+ g%. Pero ¢° = 0 ya que ¢ € I, entonces fG = g%. Por otra
parte si ?G =3, tenemos que f — g = (f—fG) —(g—g%) eI, asique f =g (méd I). O

Proposicion 4.15. Una base del K-espacio vectorial K[x1,...,x,)/I estd formada por el 1
unido a las clases de equivalencia de los monomios que no son maltiplos de ningin LT(g;)

para todo g; € G.

Demostracion. En la proposicion anterior, vimos que para cualquier f € Klzy,...,z,],
=G =G e . .

f+I=f +IenK[r1,...,2,]/I. Como [ esresto de dividir entre G, es una combinacién

lineal de monomios tales que LT(g;) no divide a ninguno para todo g; € G. Ademas, estos

monomios son linealmente independientes por la unicidad del resto. O

Ejemplo 4.16. Sea I C Q[z,y] el ideal generado por f; = 2%y —y + 2y fo = 2y* — 2.
Una base de Grobner con respecto al orden graduado lexicografico con y > z, es G =
{2¥ —y+z, —y? +ay+a2, 23 +y—2z}. Entonces, una base de Q[x, y]/I esta formada por las
clases de equivalencia de 1,z,y, 2%, zy, y dimg(Q[z,y]/I) = 5. También podemos construir
facilmente una tabla de multiplicar en Q[z,y]/I. Por ejemplo, si queremos multiplicar y + I

—=G
por xy + I, basta con hallar zy2 = x.
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1 x y z? zy
1|1 x y z? zy
T T x2 Ty —y 4+ 2z y—x
vy | v zy xy + a? y—z x

22 | 2? | —y+22 y—x —xy + 222 | zy — 2

zy | zy y—x x Ty — T x

Entonces, si por ejemplo queremos multiplicar (222 + y) + I por (3zy — 5) + I, (222 +
y)(3zy —5) = (623y — 1022+ 3xy? —5y) = 6(xy —2%) — 1022 + 32 — 5y = 6xy — 1622 — 5y + 3z
(méd I). De este modo, ((22% +y) + I)((3zy —5) + I) = (6zy — 1622 — 5y + 3z) + I.

Teorema 4.17. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y sea el ideal I C K|z1,...,x,),

con G ={g1,...,g+} su base de Grébner reducida. Son equivalentes:

(i) La variedad V(I) es finita.

(i) Para cadat=1,...,n, existe j € {1,...,t} tal que LM(g,) = 2% para algin v € N.
(iii) La dimension del K-espacio vectorial K[x1,...,x,]/1 es finita.

Demostracion. (i) = (ii). Sea V = V(I) finita. Si V es vacia, entonces por el Teorema
débil de los Ceros de Hilbert (Teorema I =K[z1,...,2,] y por lo tanto G = {1}, asi
que (ii) se satisface trivialmente. Supongamos que V' # (). Sea i € {1,...,n}. Tomamos a;;,
j=1,..., /¢ las distintas coordenadas i-ésimas de los puntos en V. Para cada 1 < j </, sea
0 # f; € Klxz;] tal que fj(aij) =0. Sea f = f1,...,fe € K[z;] C K[z1,...,2z,], f € I(V),
y por el Teorema fuerte de los Ceros de Hilbert (Teorema, existe un e tal que f¢ € I.
Como LM(f¢) = x{™ para algin m € N, y como G es base de Grébner, existe un g; tal que
g; divide a z{™. Esto es cierto para todo i =1,...,n.

(ii) = (iii). Es consecuencia inmediata de la Proposicion [4.15]

(i) = (1). Sea i € {1,...,n}. Como Klz1,...,x,]/] tiene dimension finita, las

potencias 1,z;,27,... de x; son linealmente dependientes médulo I. Entonces existe un
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entero m y constantes ¢; € K, 0 < j < m, alguna distinta de cero tales que
m .
Z cjscg el

Jj=0

Como este polinomio tiene un ndmero finito de raices en K, solo hay un nimero finito
de valores para la coordenada i-ésima de los puntos de V. Si hacemos esto para todas las

coordenadas, obtenemos que solo hay un nimero finito de puntos en V. O

4.3. Funciones polinémicas

Otra aplicacion directa de las bases de Grobner, es que podemos conseguir informa-
cion sobre el nicleo y la imagen de un homomorfismo de anillos de polinomios dado. Una

transformacion de este estilo
¢: Ky, ., ym]) — Klx1,...,25],

estd iinicamente determinada por

¢y — fis
donde f; € Klx1,...,2,], 1 < i < m. Sea h € Klyi,...,Ym], si escribimos el polinomio
del siguiente modo h =Y ¢, yi* -y, donde ¢, € K, v = (v1,...,Vy) € N™, y solo un

numero finito de ¢, son distintos de cero, tenemos
S(h) =Y cof{" - fum = h(fi, s fm) € Kla, .. ).

Para dar una caracterizacion del niicleo, necesitamos un lema auxiliar previo.

Lema 4.18. Sean aq,...,a,,b1,...,b, elementos de un anillo conmutativo R. El elemento

ay--ap —by by estd en el ideal (ay — by, ..., an — by).
Demostracion. Usando el hecho de que
aiag - ap —biby by = ai(ag---an —by---by) + by bp(ar —by),

podemos aplicar induccién y es inmediato. O

Teorema 4.19. Sea ¢ : Kly1,...,ym| — Klz1,...,2,] un homomorfismo de anillos y sea
el ideal I = (y1— f1,- - Ym — fm) C K[Y1,-- s Ym, T1, . .-, Zn], siendo f; = ¢(y;). Entonces,
ker((b) = [mK[ylv 7ym]
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Demostracion. Veamos primero que ker(¢) D INKy1,...,ym]. Sea g € INKy1, ..., Ym)-

Entonces

m

g(y17"'aym) = Z (yz - fl(mlaaxn))hl(ylv '7yma-r17"'7xn)7

=1
donde h; € Kly1,..-,Ym,Z1,--.,Zy). Entonces g es cero si la evaluamos en (yi,...,Ym) =

(f1,-.-, fm), por lo tanto g € ker(¢).

Para ver la otra inclusion, sea g € ker(¢), lo podemos escribir como
9= cyttyhr,
14

donde ¢, € K, v = (v1,...,Vm) € N™ y solo un nimero finito de ¢, son distintos de cero.

Como ¢g(f1,..., fm) =0, tenemos que
g=9—9(f1r. fm) =D oty — f1 e flm).

Por el Lema cada término de la suma anterior, esta en el ideal I, por lo tanto g €
IQK[ylaaym} O

Con este teorema, obtenemos un método para computar una base de Grobner del niicleo
de un homomorfismo. Este algoritmo no es mas que calcular una base de Grébner del ideal
I={y1—f1,---,Ym — fm) usando un orden que elimine a las variables x. Los polinomios de
la base en los que no intervengan las variables x, formaran una base de Grébner del nicleo

del homomorfismo.

Ejemplo 4.20. Sea ¢ : K|x,y, 2] — K]Ja, b] un homomorfismo de anillos determinado por
o(x) = a?, ¢(y) = ab, #(z) = b?. Calcularemos ker(¢) usando Singular de dos maneras. La
primera usando un comando incorporado dentro del propio programa, y la segunda usando

el algoritmo definido arriba.

|

> ring R = 0, (x,y,z), 1lp;

> ring S = 0, (a,b), 1p;

> map phi = R, a2, ab, b"2;

> ideal zero; //preimagen de cero
> setring R;

> preimage(S, phi, zero); //funcién propia de Singular

_[1]=-xz+y2
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> ring T = 0, (a,b,x,y,2), 1lp;

> ideal I = x-a"2, y-ab, z-b~2;

> std(I);

_[1]=xz-y2 //tnico polinomio en x,y,z
_[2]=b2-z

_[3]=az-by

_[4]=ay-bx

_[5]=ab-y

_[6]=a2-x

Vemos que por ambos métodos ker(¢) = (zz — y?).

Teorema 4.21. Sea I = {y1 — f1,.- -, Ym — fm) C K[Yzy- - Ym, T1,...2n] el ideal conside-
rado en el Teorema[[.19y sea G una base de Grébner reducida de I respecto un orden que
elimina a las variables x. Entonces f € K[xy,...,x,] estd en la imagen de ¢ si y solo si

existe h € Klyi,...,ym] tal que ?G = h. En este caso, f = ¢(h) = h(f1,..., fm).

Demostracion. Sea f € K[xy,...,x,] un elemento de im(¢). Entonces f = g(f1,..., fm)

para algin g € K[yi,...,Yym]. Consideramos el polinomio
f(‘rla"'vxn) 7g(y17'- 7ym) € K[y17-"7yTYL7:C17~"7I7l]'

Como f(xl,...,xn) - g(yh ayTn) = g(flavfm) - g(yla'~'ayM)7 usando el Lema
vemos que f(x1,...,2n) — g(y1,...,Ym) € I. Por la Proposicion 7% = ?G = h. Como

9 € K[y1,--.,ym] v las variables  son siempre mayores que las variables y, obtenemos que
h e K[y, . Yml
Por otra parte, sea f tal que ?G = h, donde h € K[y1,...,Ym]. Entonces f —h € I, asi

que
m
flar,...yzn) = h(yr, .., Ym) = Zgi(yl, Y Ty T) (Y — fiT, ).
i=1
Si sustituimos los y; por f;, vemos que f = h(f1,..., fm) = &(h), asi que f esta en la imagen
de ¢. O
Corolario 4.22. En las condiciones del teorema anterior, [ € K[z1,...,xy,] estd en la

. . . <G
imagen de ¢ si y solo si f € K[y1,...,Ym)]-
Demostracion. Es consecuencia inmediata del teorema anterior y de la Proposicion[4.14] O

De este modo, tenemos un algoritmo para saber si un polinomio pertenece a la imagen

de un homomorfismo o no.
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Ejemplo 4.23. Volviendo al Ejemplo queremos saber si los polinomios a+b? y a?+ab?
pertenecen a la imagen de ¢. Usamos el algoritmo estudiado, ayudados por Singular y

obtenemos

> ring T = 0,(a,b,x,y,z), lp;

A\

ideal I = x-a~2,y-ab,z-b"2;

> option(redSB);

> ideal G = std(I);

> reduce(a+b~2, G);

atz //no pertenece a la imagen
> reduce(a~2+axb~3, G);

X+yz //pertenece a la imagen

Una vez conocido el algoritmo anterior, podemos dar una condicién para saber si un ho-
momorfismo es sobreyectivo. Basta con comprobar si x4, ..., x, pertenecen a la imagen. Con

el siguiente resultado podemos averiguarlo simplemente inspeccionando la base de Grébner.

Teorema 4.24. Sea I = (y1 — f1,-- s Um — fm) C K[Yy1, - Ym,T1,--., %] el ideal consi-
derado en el Teorema[].19, y sea G la base de Grobner reducida de I respecto un orden que
elimina las variables x. Entonces ¢ es sobreyectiva si y solo si para cada 1 < i < n, existe

gi € G de la forma g; = x; — hy, con h; € Kly1,...,ym]. En este caso, x; = hi(f1,..., fm)-

Demostracion. Supongamos primero que ¢ es sobreyectiva. Sin pérdida de generalidad, po-
demos suponer que el orden es tal que x,, > --- > x1. Por el Teorema como x1 € im(¢),
existe hy € Klyi,...,ym] tal que 77¢ = hi. De este modo, z1 — hy € I, y por lo tanto
existe g1 € G tal que LT(g;) divide a LT (z; — le) = x1. Ademas, como todos los térmi-
nos estrictamente menores que x; son términos en variables y, g3y = x7; — hy para algin
hi € Kly1,-..,Ym]. De modo similar, como 2 esté en la imagen, existe hs € Klyi, ..., Ym]
tal que 3¢ = }~12, asi que existe go € G tal que LT(g2) divide a LT (z3 — iLQ) = 5. Como
los dinicos términos estrictamente menores que x5 son términos en variables x; y en varia-
bles y, como G es reducida, cualquier término que tenga a z; podria ser reducido usando
g1 = x1 — hy, entonces tenemos que go = w9 — hy para algin he € K[y1, ..., Ym]. Aplicando
esto para todos los x; que existen g; € G de la forma del enunciado.

Para ver la otra implicacion, tenemos que ver que z; € im(¢) para todo 1 < i < n.
Como z; — h; € G, tenemos que 7;% = h;. Como h; es un polinomio que solo contiene a las
variables y, tenemos que ese x; estd en la imagen de ¢ por el Teorema y por lo tanto

¢ es sobreyectiva. Obtenemos también por el Teoremam que x; = hi(f1,..., fm)- O

Ejemplo 4.25. Sea el homomorfismo ¢ : Q[z,vy, 2] — Q|a] definido por ¢(z) = a* + a,
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o(y) = a®, ¢(2) = a®. Veamos si ¢ es sobreyectiva. Una base de Grobner del ideal I =

x—a*—a,y—a® z — a® con el orden lexicografico a >z >y > z es

G={y’ -2 22—y’ -y’ 2y’ —y2® — 2% 2%y — 2 — 2yz — 2,

23—yt =3y =3y —y,a — xy® +ay —x + 2%}

Como a—xy? +zy— 2+ 2% € G, por el Teorema el homomorfismo ¢ es sobreyectivo. De
hecho, tenemos que a = ¢(zy? + vy — 2 + 22) = (a* + a)(a®)? — (a* + a)a® + a* + a — (a®)?.

Ahora extenderemos los resultados obtenidos a homomorfismos entre anillos cociente.

Sean J C K[y1,...,Ym], I C K[z1,...,2,] ideales y un homomorfismo de anillos
¢:Klyr,...,ym]/J — Klz1,...,2,]/1.

Este homomorfismo esta definido por los valores ¢(y; + J) = f; + I, estara bien definido si

se satisface la siguiente condicion:
siJ={g1,...9:), paracada 1l <i<t, gi(f1,...fm)€ L.

Veamos las generalizaciones del Teorema y del Teorema

Teorema 4.26. Sea H = (I,y1 — f1,-- -, Ym — fm) C K[y1,- - Ym, T1,...,Ts]. Entonces,
ker(¢) = HNK[y1,...,ym] (méd J). Es decir, si HNK[y1,...,Ym] = <f1, .. .,fp>, entonces

ker(6) = (fi + T, + ).

Demostracion. Sea f € HN K[y, ..., Ym). Podemos escribirlo de forma

- ym) :Z (yi — filwr, - 2n)) iy, Yo Ty )

=1

+w(y17"'7ym7xla"'7xn)7

donde
w(yla"'aym7x17"'axn) = ZUV(ylv"'7ym7x17'-~7xn)vu(xlv~--7xn)a
v

conv, €Iy hj,u, € K[y1,- -, Ym, 21, ..., 2, Entonces

O(f+T)=Fffr o fm) F I =w(fr, . 21,y a) + 1 =0,

vaquev, €Iy

W(f1, ooy fns @1y o, ) :Zuy(fl,...,fm,acl,...,xn)vy(xl,...,xn) el
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Para ver la otra implicacion, tomamos f € Kly1,.-.,ym] con ¢(f + J) = 0. Entonces

f(fis.o oy fm) € I. Sea f(yl,...,ym) =, ¢yt ypm, donde v = (v1,...,1y) € N,

¢, € K, y solo un namero finito de ¢, son distintos de cero. Entonces,

f(yla"'aym) :(]F(yla7ym)_f(f17afm))+f(f1aafm)
3 "'yrl;{n'_ 1D1f71;1m)+f~(f177fm)

=Dl
1%
Por el Lema F.1§
ch(yllfl e LR L)
v
esté en el ideal (y1 — f1,...,Ym — fm) ¥y por lo tanto

fr,ym) € Lyn = fry oo ym — fm) = H,

ya que f(fl,...,fm) € I. De este modo, f(yl,...,ym) EHNK[Yi,.. Ym]- O

Teorema 4.27. Sea H = (I,y1— f1, -, Ym— fm) el mismo ideal que en el teorema anterior,
y sea G una base de Grobner de H respecto un orden que elimina las variables x. Entonces
f+IeK[xy,...,x,]/1 estd en la imagen de ¢ siy solo si existe h € Kly1,...,ym] tal que
TG =h. Eneste caso f+ I =¢(h+J)=h(f1,...,fm)+ 1.

Demostracion. Sea f + I € im(¢). Existe un polinomio g € Klyi,...,ym] tal que f —
9(f1,--y fm) € I. Sea el polinomio f(21,...,2n)—g(Y1,--,Ym) € K[Y1, -, Ym, X1y, Tnl.

Como se cumple que

f('rlv" -7xn)_g(y1;~--,ym) :g(f17"'aan)_g(y17"' ayTn)_'—(f(xhazn)_g(flv 7fm))

usando el Lema tenemos que f(x1,...,2n) — g(y1,...,ym) € H. Por la Proposicion
3¢ = 7G = h. Como g € K[y1,...,Ym] ¥ las variables = son siempre mayores que las
variables y, obtenemos que h € K[y1, ..., Ym]-

Por otra parte, sea f tal que fG =h, donde h € K[y1,...,ym]. Entonces f —h € H,y

flay,.o o xn) = h(y1, .o Ym) =

m
Zgi(yla'"ayTYL)xla"'axn)(y’i - fi(l‘ly"'azn)) +w(y1a"'7ymaz17"'7xn)7
=1

donde
WYLy ey Yy Tly v ey Ty) = Zuy(yl,...,ym,xl,...,zn)vu(xl,...,zn),
14

conv, € I'y gi,uy € Kly1,--+,Ym,21,.-.,%y]. Si sustituimos los y; por f;, vemos que

f—=nh(f1,---,fm) €I,y por lo tanto f+ I = ¢(h+ J). -
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Corolario 4.28. Continuando con la notacion del teorema anterior, tenemos que f + 1 €

Klz1,...,2,]/1 estd en la imagen del homomorfismo ¢ si y solo si 7G € Ky, Ym)-

Teorema 4.29. Sea H = (I,y1 — f1,- -, Ym — fm) C K[y1, -, Ym, X1, ..., 2Tn] el ideal del
Teorema[{.26, y sea G la base de Gribner reducida de H respecto de un orden que elimina
las variables x. Entonces ¢ es sobreyectiva si y solo si para cada 1 < i < n, eziste g; € G de

la forma g; = x; — h;, con h; € K[y1,...,Ym]-

Demostracion. La prueba es anéloga a la del Teorema [4.24] O



Capitulo 5

Otras aplicaciones

En este capitulo, trataremos otro tipo de aplicaciones, que salen de los anillos de po-
linomios. Primero trataremos de calcular el polinomio minimo en extensiones de cuerpos.
Después expondremos el tema de las demostraciones autométicas en geometria euclidiana,
que es un modo de demostrar teoremas usando directamente ideales, y por ultimo aplicare-

mos las bases de Grobner a la teoria de grafos, y en particular a los conocidos Sudokus.

5.1. Polinomio minimo en extensiones de cuerpos

Nuestro objetivo en esta seccién es calcular el polinomio minimo de un elemento alge-

braico sobre un cuerpo k. Sea k£ C K una extensiéon de cuerpos.

Definicion 5.1. Sea a € K algebraico sobre k. El polinomio minimo de « sobre k es el

polinomio moénico p en una variable, con coeficientes en k, de menor grado tal que p(«) = 0.

Si consideramos el homomorfismo ¢ : k[x] — k(«) definido por ¢(x) = «, tenemos que

ker(¢) = (p). Ademas, como « es algebraico,

con la funcién que lleva a = + (p) a a.
Consideraremos primero el caso en el que K = k(«), con « algebraico sobre k, y nuestro
objetivo es calcular el polinomio minimo de cualquier # € K, suponiendo que conocemos el

polinomio minimo p de a.

Teorema 5.2. Sea k C K una extension de cuerpos, y sea o € k algebraico sobre k. Sea

p € klx] el polinomio minimo de « sobre k. Sea 0 # § € k(«) de la forma,

. ao+ a4+ -+ ana”
by +bia+ -+ buam

55
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donde a;,b; € k para todo 0 < i < n, 0 < j <m. Sea f(x) =ap+a1z+- -+ a2" y
g(x) =bo+brx+- - +bypx™ los polinomios correspondientes en k[z]. Consideramos el ideal
J = {(p,gy—f) de klx,y]. Entonces el polinomio minimo de B sobre k es el polinomio mdnico

que genera el ideal J N k[y].

Demostracion. Como p es irreducible, k[z]/(p) es un cuerpo, y como g(a) # 0, existe un
polinomio ¢ € k[z] tal que g¢ =1 (mdd (p)), es decir gf — 1 € (p). Sea h = f¢, vemos que

h(a) = B. Counsideramos ahora ¢, la composicion de los homomorfismos:
¢ klyl — kl/(p) — Ka)

Yy —  h+{(p) — B

Nuestro objetivo, es calcular el nicleo de esta aplicacion ¢, ya que g € ker(¢) si y solo
si ¢(8) = 0. Ademas, el ntcleo es un ideal generado por un solo elemento, ya que k[y] es
un dominio de ideales principales al ser k cuerpo. Entonces, si hallamos el niicleo, tenemos
resuelto el problema. Ademaés, por el Teorema el nicleo de ¢ es (p,y — h) N k[y|, asi
que basta con demostrar que (p,y — h) = (p,gy — f).

Porunladoy—h =y — fl =Ll(gy — f) (mbd (p)), asi que y — h € (p,gy — f). Por otra
parte, gy — f = g(y — f{) = g(y — h) (méd (p)). Entonces gy — f € (p,y — h). O

Este resultado, nos da un algoritmo para encontrar el polinomio minimo de g en k(«).
Dados « y 8 como en el teorema, calculamos la base de Grébner reducida G del ideal
(p, gy — f) C klx,y] respecto el orden lexicografico con x > y. El polinomio de G en el que
no interviene la variable = es el polinomio minimo de £.

Ejemplo 5.3. Sea la extension de cuerpos Q : Q(«), donde « es una raiz del polinomio
irreducible % — 2 — 2. Consideramos el elemento 3 = L_%;) € Q(a). Queremos
encontrar el polinomio minimo de 3. Sea el ideal J = (2° — 2z — ijéxy—i— 223 +x—1) C Q[z,y)].

Calculamos la base de Grobner reducida de J respecto el orden lexicografico con z > y

> ring R = 0, (x,y), lp;

> ijdeal I = x5 - x - 2, x*y + 2*%x"3 + x - 1;
> option(redSB);

> std(I);

_[1]1=2y5+11y4+8y3-10y2+190y+518
_[2]1=45887x-1438y4-2183y3+10599y2-8465y-101499
> _[11/2;

y5+11/2y4+4y3-5y2+95y+259
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Entonces el polinomio minimo de 3 es y® + Yyt + 4y> — 5y + 95y + 259.

Esta técnica se puede extender al caso general de extensiones de cuerpos de la forma K =
k(ai,...,ay). Usaremos la siguiente notacion en esta seccion. Para cadai=2,...,nyp€
k(ai,...,a;—1)[x;], lamamos P a un polinomio de k[z1, ..., ;] tal que p(ay, ..., a;—1,x;) =
p. Cabe notar que P no tiene por que ser tnico. Veamos ahora un resultado similar al Teorema

0.2)

Teorema 5.4. Sea K = k(ay,...,q,) una extension algebraica de k. Para cadai =1,...,n,
sea p; € k(ag,...,a;—1)[x;] el polinomio minimo de «; sobre k(ai,...,a;—1). Sea B €
k(aq,...,ap), de la forma
5= flag, ... ap)
glag,...,an)’

donde f,g € k[x1,...,x,]. Consideramos el ideal J = (Py,...,Dn, 9y — f) C klx1,... 20,y
Entonces el polinomio minimo de B sobre k es el polinomio mdnico que genera el ideal

JNkly].

Demostracion. Primero demostraremos que

klz1, .., xn]/ D1y D) = k(ar, ..., an),
usando el homomorfismo
On k[T, 2] — ko, .. o),

que lleva cada z; a ;. Como los aq, ..., a, son algebraicos sobre k, ¢,, es sobreyectiva.

Veamos ahora por induccion que ker(¢,) = (py, ..., D, ). Es inmediato que los py,...,D,
pertenecen al nucleo de la funciéon por construccion. Sea ahora f € k[xq,...,x,] tal que
flai,...,an) =0. Sea

h(zy) = fla1,. .., Qn_1,Zn) € k(a1,...,0n_1)[Tn].

Como h(a,) = 0, tenemos que p,, divide a h. Sea h = p,t,, para algin elemento ¢ €

k(aq,...,an—1)[xy]. Consideramos f —p,,ly, € k[z1,...,2,] y escribimos
=Pl =) gu(@1,... .20 1)zl

Entonces
(f =Dpln) 1y @1, 2n) = h — pply, =0,

y vemos que para todo v, g,(a1,...,an—1) = 0. Ademas, g,(z1,...,2,—1) esta en el niicleo

Qj)nfl : k:[xl, c. ,xn,ﬂ — k(ozh e ,Oén,1>7
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y por induccién

gu(xla o 1xn*1) € <]317 s vpn71>‘

Entonces, f _pnzn € <ﬁ17"‘7pn71>7 y f € <ﬁ17"'ﬂﬁn>'

Una vez llegados a este punto, la demostracion contintia como en el Teorema O

Ejemplo 5.5. Sea la extensién de cuerpos Q : Q(v/2, V/5). El polinomio minimo de v/2
sobre Q es p; = 22 — 2 € Q[1], y el polinomio minimo de /5 sobre Q(v/2) es py = 3 — 5 €
Q(Vv2)[x2]. Queremos encontrar el polinomio minimo de v/2 + /5. Calculamos la base de
Grobner del ideal

J = <T)1’§2ay - (xl +932)> = <SC% - 231:3 - 57y - (Il +.Z‘2)> C Q[I17x27y}7
respecto el orden lexicografico con 1 > x9 >y

> ring R = 0, (x1, %2, y), 1lp;

> ideal I = x172 - 2, x2°3 - 5, y - (x1 + x2);

> option(redSB);

> std(I);

_[1]=y"6-6%y~4-10%y"3+12%y"~2-60%y+17
_[2]1=1187*x2+48%y~5+45%y~4-320*y~3-780*y~2-452xy-1820
_[31=1187*x1-48%y~5-45%xy~4+320*y~3+780*y~2-735*y+1820

Entonces vemos que el polinomio minimo de v/2 + /5 sobre Q es ¢ — 6y* — 10y> + 1292 +
60y + 17.

Por dltimo, daremos un teorema que nos dejara un algoritmo para saber si dos extensiones

k(B) y k(ai,...,ay) son iguales.

Teorema 5.6. Sean o, ..., Y sean Dy,...,D, de la forma del Teorema [5.7 Sea § €

Aly.ee,Q , _ _
kE(ai,...,ap), con B = ‘f(lirl), siendo f,g € k[x1,...,2,]. Sea J = (P, ..., Pp, 9y —
glag,...,an)
f) Cklz,...,z,,y] respecto un orden que elimina las variables x. Entonces k(az, ..., ap) =
k(B) siy solo si para cada i =1,...,n, existe un polinomio g; € G tal que g; = x; — h;, para

algin h; € k[y]. En este caso, a; = hi(B).

Demostracion. Sea I = (py,...,D,) yseal € k[ry,...,x,| talque g —1 € 1. Seah = fl,y

sabiendo que h(a,...,a,) = B, consideramos

o: kly — k[z]/I — k()

y +— h+I +— B
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Entonces k(aq,...,a,) = k(B) si y solo si ¢ es sobreyectiva. Asi, J = (I,y — h) y por el

Teorema [£.29) queda demostrado el enunciado. O

Ejemplo 5.7. Siguiendo el Ejemplo vemos que Q(v/2,V/5) = Q(v2 + V/5), ya que la
base de Grébner calculada, nos queda de la forma del teorema anterior. Ademaés, nos da una

forma de calcular los elementos en funcién de la base

V2= % (48(f2+ V5)° +45(v2 + V/5)* — 320(v2 + V/5)°
—780(V2 4 V/5)% + 735(V2 + V/5) — 1820),
y
V5 = %87 ( — 48(V2+ V/5)° — 45(v2 + V/5)* + 320(v2 + ¥/5)°

+780(V2 + V/5)% + 452(V2 + V/5) + 1820).

5.2. Demostraciones automaticas en Geometria

Euclidiana

En esta seccidn, trataremos dos métodos algoritmicos que nos determinaran la veracidad
o falsedad de diferentes afirmaciones en geometria euclidiana. En los dltimos anos, varios
problemas han sido resueltos gracias a “demostradores de teoremas” y estos métodos tienen
el potencial de resolver muchos problemas geométricos. La idea bésica es que una vez intro-
ducimos coordenadas cartesianas en el plano, expresar las hipotesis y las conclusiones como

ecuaciones polinémicas. Veamos un ejemplo introductorio.

Ejemplo 5.8. Sean A, B, C, D los vértices de un paralelogramo, y N el punto de corte de

sus diagonales.

c D

A B

Un teorema clasico, es que las diagonales AD y BC de cualquier paralelogramo, se
cortan en un punto N que es el punto medio de ambas diagonales. Es decir, AN = DN y
BN = CN, donde XY denota la longitud del segmento XY. La prueba geométrica de este

teorema, esta basada en demostrar que los tridngulos AANC y ABN D son congruentes.
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Las propiedades de los paralelogramos son invariantes por traslaciones y rotaciones en el
plano, asi que haremos transformaciones de este estilo. Situamos el vértice A en el origen,
y el segmento AB en el eje z. Es decir, A = (0,0) y B = (u1,0) para algtn u; € R — {0}.
Esto quiere decir, que w1 es una variable indeterminada que podemos escoger en todo R —
{0}. El vértice C puede ser cualquier punto C = (ug,us) con ug # 0. El vértice D esta
completamente determinado por las elecciones de A, By C.

Para las coordenadas que sean arbitrarias, usaremos las variables u;, y las coordenadas
que estén estrictamente determinadas, las nombraremos con las variables x;. Como D esta
completamente determinado, escribiremos D = (z1,z2). Una hipdtesis de nuestro teorema,
es que el cuadrilatero ABC'D es un paralelogramo, es decir, que los lados opuestos son

paralelos. Usando la férmula de la tangente, vemos que podemos traducir del siguiente

modo:
AB|CD:0="2""
1 — U2
AC|BD: L8 = 2

U2 xl_ul.

Sacando denominadores, obtenemos

h1=$2—U3:0,

h2 = (.%‘1 — ul)U3 — T2Ug = 0.

El punto N también estd completamente determinado por los datos que ya tenemos, asi
que escribiremos N = (x3,24). Como N es la interseccion de las diagonales, N esté en los
segmentos AD y BC, es decir, las ternas de puntos A, N, D y B, N, C son colineales.

Usando otra vez la férmula de la tangente

A, N, D colineales : T4 _

B, N, C colineales : =
Sacando denominadores, obtenemos

hg = X4T1 — T3U3z = 0,

hy = x4(us —uy) — (r3 — uq)ug = 0.

El sistema de cuatro ecuaciones formado por hy, hs, hs y hy nos da las hipotesis de nuestro

teorema. Las conclusiones pueden ser escritas en forma polinémica usando el Teorema de
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Pitagoras y elevando al cuadrado

AN = ND : 23 423 = (3 — 11)? + (24 — 22),
BN = NC': (3 —u1)? + 22 = (x3 — u2)? + (x4 — u3)*.

Operando, obtenemos las ecuaciones

2 2
g1 = 2] — 2x123 — 22479 + 25 = 0,

2 2 2
g2 = 2x3u1 — 2x3uU2 — 2T4uU3 — Uy +us +uz = 0.

Entonces, nuestro teorema dice que cuando se cumplen las ecuaciones hi, ho, hy y hg,
se cumplen las ecuaciones g; y go. Cabe considerar que las traducciones de las hipdtesis o
a conclusiones, no son tnicas. Por ejemplo, la hipotesis de AB || CD, podemos expresarla
simplemente diciendo que D es la suma de los vectores B = (u1,0) y C = (ug,us). Si

D = (z1,x2) la traduccion alternativa seria

I
hlzml—ul—u2=0,

hIQZIIZQ*LLg:O.

Ejemplo 5.9. Sean A = (a1,a2), B = (b1,b2), C = (¢1,¢2), D = (d1,d2) puntos en el plano.

Vamos a expresar las siguientes propiedades geométricas usando ecuaciones polinémicas.

(i) AB es paralelo a CD:

(b2 —az)(d1 — c1) = (b1 — a1)(d2 — ¢2)
(ii) AB es perpendicular a CD:

(b1 —a1)(d1 —c1) + (be —az)(da —c2) =0

(iii) A, B,y C son colineales:

(c2 = az)(by — a1) = (b2 — az)(c1 — a1)
(iv) La distancia de A a B es igual a la distancia de C a D (AB = CD):

(b1 —a1)® + (b2 — a2)® = (di — e1)” + (d2 — ¢2)°

(v) C es el punto medio de AB:

Se cumple si se da que A, B y C son colineales y AC = BC.
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Ejemplo 5.10. El producto de dos lados de un tridngulo es igual al producto de la altura

sobre el tercero por el didmetro de la circunferencia circunscrita.

C

Supondremos que el tridngulo tiene vértices
A:(07O)7 B:(LO), O:(UMUQ)'

Sea P = (z1,x2) el centro de la circunferencia circunscrita. Plantearemos las ecuaciones

correspondientes, es decir que AP = BP y que AP = CP:

hy = (x1 —1)* + 25 — (2} + 23),

hy = (21— u1)® + (w2 — u)”® — (27 + 23),

y queremos demostrar que AC' - BC'=2-AP-CD:

NRRTN TR )

entonces nuestra conclusiéon viene dada por el polinomio

g=(uf +u3)((ur — 1)* +u3) — 4y° (2} + x3).

Una base de Grobner respecto al orden lexicogréafico con uy > us > x7 > xo del ideal

generado por {hi, ha} es
G = {u} —u1 +u3 — 2upwa, x1 — 1/2},

y con un simple calculo vemos que §& = 0. Como g pertenece al ideal generado por hy y hs,
podemos asegurar que el teorema es cierto. Aun asi, veremos mas adelante que el teorema

puede ser cierto, y g no pertenecer al ideal.
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Tanto en el ejemplo anterior como en el Ejemplo [5.8] el ntimero de hipotesis y el nimero
de variables dependientes z; es el mismo. Esta es una propiedad tipica de las hipdtesis
geométricas. Consideraremos ahora la forma habitual de presentar un teorema geométrico.
Tendremos m variables arbitrarias, que denotaremos por uq,...,u;,, y una colecciéon de n
variables dependientes x1,...,z,. Entonces, las hipotesis del teorema seran representadas

por una coleccion de ecuaciones polindmicas en u;, xj, y habra n hipotesis que escribiremos

hl(ul,...,um,xl,...,xn) ZO7

(U1, ..oy U, T1, .-, Tp) = 0.

Las conclusiones del teorema, las expresaremos también como polinomios en u; y x;. Es
suficiente considerar el caso en el que hay una sola conclusién, ya que si hay més de una,

podemos tratar el problema una por una. Escribimos la conclusiéon como

g(ur, .. U, T1,. .., Zpn) = 0.
La pregunta es, como podemos deducir g de hy,...,h, algebraicamente. La idea béasica
es que queremos que g sea cero siempre que hi, ..., h, sean cero. Las hipotesis nos definen

una variedad

V =V(hy,...,h,) C R™"
que motiva la siguiente definicion.

Definiciéon 5.11. Decimos que la conclusion g se deduce estrictamente de las hipotesis

hi,...,hy sig € (V) C R™™ donde V = V(hy,..., hy,).

Aunque esta definicién parece razonable, veremos que es demasiado estricta debido a los
casos “degenerados”. Ademés, trabajando en R, no tenemos un método efectivo para calcular

(V).

Proposicion 5.12. Sig € \/{h1,...,h,), entonces g se deduce estrictamente de hy, ..., hy,.

Demostracion. Si g € \/{(hi,...,h,), implica que existe un s tal que g° € (hy,...,hy,).
Entonces ¢g° es cero en los puntos donde hy,...,h, son cero, y por lo tanto g también es
cero en dichos puntos. O

El reciproco de esta proposicion falla cuando /(h1,...,h,) € I(V), lo que puede pasar
facilmente si trabajamos sobre R. Esta proposicion, usando el algoritmo que obtenemos del

Teorema nos da un método para comprobar si una conclusion se deduce estrictamente.
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Ejemplo 5.13. Continuamos el Ejemplo [5.8] Tenfamos las hipotesis

hl = T2 — U3 = O7
hg = (331 — ul)u?, — XoUg = 0,
hs = x421 — x3u3 =0,

ha = z4(u2 —u1) — (23 —ur)us =0,

y tomamos como conclusion el polinomio de los dos que tenemos que comprobar para de-

mostrar el teorema.

g = x% — 21123 — 20479 + sc% =0.
Para aplicar la Proposicion [5.12} tenemos que calcular la base de Grobner reducida de
j = <h17 h27 h37 h47 1- yg> - R[ula U2, U3,T1,L2, T3, T4, y}

A pesar de saber que el teorema enunciado es cierto, ya que estd demostrado de manera
geomeétrica, la base obtenida no es {1}. Entonces, tenemos que descubrir en que falla el mé-
todo. Si calculamos una base de Grébner de I = (hy, ho, hs, hy) C Rlug, ug, us, x1, T2, T3, 4],

usando el orden lexicografico con x1 > xo > x3 > T4 > U > ug > u3 tenemos

J1 = 2124 + 24Uy — T4u2 — uyu3,
fo = T1U3 — UU3 — U2u3,

fz =2 — us,

fa = x3u3 + T4U1 — T4U2 — U U3,

1 1
2 2
f5 = xaui — zaurug — FU1Us + SuLUzus,

1 2
f6 = Tauiuz — §u1u3.

La variedad V' = V(hy, ha, h3, hy) = V(f1,..., f¢) C R7 definida por las hipotesis es reduci-

ble. El polinomio f, se puede factorizar como (z1 — us — uz)us, lo que implica que

V =V(f1,21 —u1 — ug, f3, fa, f5, f6) U V(f1,us, f3, fa, f5, fs)-

Del mismo modo, podemos factorizar f5 y fg, y continuar con el proceso de descomposicion.

Si proseguimos obtenemos la descomposiciéon en variedades irreducibles

V:V/UUlUUQUUg,
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donde
V' = V<x1 — Uy — Uz, To — U3, T3 — M,l‘4 — ug),
2 2
U1 = V($2,$4,U3),
Uy = V(x1, 22, u1 — ug,u3),
U3 = V(l‘l — U2,T2 — U3, T3U3 — x4u2,u1).

Se puede comprobar que ninguna variedad estd contenida en ninguna otra, asi que son
componentes irreducibles de V.

Si observamos cuidadosamente las variedades U; y Us, tenemos que ug = 0, lo que puede
dar problemas, ya que establecimos ug arbitrario. Ademés, cuando uz = 0, el vértice C esta
en el lado AB, por lo que no tenemos paralelogramo, es decir estamos en un caso degenerado.
De modo similar, u; = 0 en Us.

Si comprobamos nuestra conclusion g en Uy, vemos que no es cero. Esto explica nuestro
fallo al intentar probar el teorema. En cambio, si excluimos los casos degenerados Uy, Us y

Us, vemos que g es cero en todo punto de V'.

Nuestro objetivo en esta secciéon ahora, es desarrollar un método general que pueda ser
usado sin tener que excluir los casos degenerados. Primero, escribimos V =V (hy,..., h,) C

R™*™ como unién finita de variedades irreducibles
V=WVu---UV. (5.1)

Como vimos en el ejemplo anterior, puede que obtengamos alguna ecuacién polindémica que
solamente tenga las variables u;. Como al definir las hipodtesis, pretendiamos que u; fuesen

independientes, queremos excluir estas componentes.

Definicién 5.14. Sea W una variedad irreducible en el espacio afin R™*™ con coordenadas
UL, .-y U, T1,-- -, Tp. Decimos que las funciones uy, ..., u,, son algebraicamente indepen-
dientes en W si ningin polinomio distinto de cero que solo tenga variables u; sea cero en

W, es decir si I(W) NR[uq, ..., un] = {0}.
Entonces, en la descomposicion de la variedad V' dada en (5.1), podemos reagrupar las
componentes irreducibles de la forma

V=WyU---UW,UU;U---UU,

donde las u; son algebraicamente independientes en las componentes W;, y no lo son en las
componentes U;. Como los U; representan casos “degenerados” de las hipétesis del teorema,

consideraremos solamente la subvariedad

Vi=WiuU---UW, CV.
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Definicién 5.15. Decimos que la conclusién g se deduce genéricamente de las hipotesis

hi,...,hn si g € I(V') C Rlug,...,Um,x1,...,Ty,], donde como antes, V' C R™*T™ es la
unioén de las componentes de la variedad V = V(hy, ..., h,) en las que u; son algebraicamente
independientes.

Decir que un teorema geomeétrico es cierto en el sentido usual significa que las conclusiones
se deducen genéricamente de las hipotesis. Entonces, el problema se reduce a determinar
cuando g € I(V’). Por una parte, descomponer una variedad en componentes irreducibles
puede no ser una tarea facil. Ademaés, si conseguimos calcular V', tendremos el problema de

calcular I(V").

Proposicion 5.16. En la situacion descrita anteriormente, g se deduce genéricamente de

hi,...,hy si existe un polinomio distinto de cero c(uq, ..., Um) € Rluy, ..., un] tal que
c-g€EVH,

siendo H el ideal generado por las hipdtesis h; € Rluy, ua, us, x1, T2, T3, 4.

Demostracion. Sea V; una componente irreducible de V. Como c-g € VH, vemos que c-g es
cero en V' y por lo tanto en V;. Entonces, el producto c- g estd en I(V}). Pero V; es irreducible,
entonces I(V;) es un ideal primo. De este modo, ¢ - g € I(V;) implica que o bien ¢ o bien g
esta en I(V;). Sabemos que ¢ ¢ I(V;) ya que las funciones u1,...,u,, son algebraicamente
independientes en V;. Entonces, g € I(V}), y como es cierto para toda componente de V’,

tenemos que g € I(V"). O

Para poder aplicar esta proposicion, necesitamos un criterio que nos diga cuando existe

el polinomio c.

Proposicion 5.17. Sea H C Rluy, ..., Um,Z1,...,Zy,] el ideal generado por las hipdtesis h;,
existe ¢ € Rlug, ..., uy] tal que c-g € VH siy solo si g pertenece al radical del ideal generado
por hi, ... hy en el anillo R(uq, ..., um)[z1,...,z,], siendo R(uy, ..., uy) el cuerpo de las
funciones racionales en (uy, ..., Un) es decir, R(u, ..., Uy) = {5 g €Rug, . uml] g #

0}.

Demostracion. Por la definiciéon de radical, sabemos que ¢ - g € vV H si y solo si
n
(c-9)* = Ajhy,
j=1
con A; € Rlug, ..., Upm,x1,...,2,] ¥y s > 1. Si dividimos entre ¢® obtenemos

n
A
s_§ J .
! _j=1 cShj)



5.2. DEMOSTRACIONES AUTOMATICAS EN GEOMETRIA EUCLIDIANA 67

lo que demuestra que g esta en el radical del ideal H generado por hq, ..., h, sobre el anillo
R(ut, ... um)[z1,. - Tn)-

Reciprocamente, si g € V H , entonces

n
9° = Bjh,
j=1

donde B; € R(uq, ..., Un)[®1,...,zy]. Si tomamos como ¢ el minimo comun multiplo de los
denominadores, y multiplicamos la igualdad anterior por ¢, obtenemos

n

(c-9)° =Y Bjhj,

=1

con B} € Rluy,...,Un,Z1,...,7,] ¥ ¢ depende solamente de u;. De este modo, c-g €

VH. O

Corolario 5.18. En las condiciones de la Proposicion|5.16, son equivalentes:
(i) Existe un polinomio distinto de cero ¢ € Rlug, ..., un] tal que c-g € VH.
(ii) g estd en V H, donde H es el ideal generado por los hj en R(ui,...,um)[T1,. .., Tx].

(iii) {1} es la base de Grobner reducida del ideal
(h1,.. s hn, L —yg) CR(up, ... um)@1, ..oy Tn, Yl

Demostracion. La prueba es combinacion del Teorema [£.12]y de la Proposicion [5.16] O

Entonces, combinando la parte (iii) de este corolario y la Proposicion obtenemos un
método algoritmico para probar que una conclusiéon se deduce genéricamente de un conjunto
de hipotesis. Lo llamaremos el método de la base de Grobner en demostraciones de teoremas
geométricos.

Este algoritmo, nos dice que si la base de Grébner reducida del ideal

(h1yeeoshn, 1 —yg) CR(up, ... Um)[@1,y ..y Tn,y Y]

es {1}, la conclusién se deduce genéricamente de las hipotesis. Pero si no es {1}, no tenemos
nada garantizado. En [4] podemos ver que este método solo puede probar teoremas, donde
la conclusion se deduce genéricamente sobre C aunque solo estemos interesados en lo que
pasa sobre R. En particular, existen teoremas que son ciertos sobre R pero no lo son sobre C.
Un ejemplo de este hecho,que podemos encontrar en [I3], es el Teorema de Sylvester—Galai.
Este teorema dice que en el plano real, dados n puntos que no estén todos en una recta,

existen dos de ellos tales que ningin otro punto es colineal con ellos.
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Ejemplo 5.19 (Teorema del circulo de Apolonio). Sea AABC un tridngulo rectangulo en
el plano con el angulo recto en A. Sea H el punto de corte de la altura que parte de A con

el lado BC'. Los puntos medios de los tres lados y H estan todos en una circunferencia.

c
H

My M3
My B
Ak/

Establecemos el punto A en el origen (0,0), y los puntos B = (u1,0), C = (0,uz). Los

puntos medios tienen coordenadas M; = (z1,0), M2 = (0,z2), y M3 = (x3,24). Obtenemos
las ecuaciones

h1 :2£E1—’LL1:0,

h2:2x27uz:0,

h3=2$3—’d1=0,

h4=2$4—U2=0.

Nos interesa construir el punto H = (x5, 26), la base de la altura que pasa por A. Tenemos
dos hipotesis,

AH 1 BC': h5 = U] — TgUz = 0,
B, H,C son colineales : hg = x5us + xgu1 — uius = 0.

Por 1ltimo, sabemos que tres puntos no colineales determinan una circunferencia, asi que
plantearemos el problema del siguiente modo. Describiremos la circunferencia que pasa por
los puntos medios de los lados M7, My y M3, y nuestra conclusiéon seréd ver que el punto H
estd en ese circulo. Para esto necesitaremos el punto auxiliar O = (a7, xs) que es el centro
de la circunferencia, con sus dos hipoétesis adicionales

M0 = MyO : hy = (z1 — x7)? + 22 — 22 — (x5 — 22)? = 0,
M0 = M30 : hg = (131 — 1?7)2 + l‘g — (133 - 1‘7)2 — (1‘4 - 1‘8)2 =0.

Y nuestra conclusion HO = M;0 es de la forma,

g= (x5 — x7)2 + (z6 — sr:g)2 —(x1 — ar:7)2 — xg =0.
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Calculamos la base de Grobner reducida del ideal generado por los h; en el anillo

R(uy, u2)[z1,...,2s] usando el orden lexicografico donde z1 > -+ > xg > uy > ug,

> ring R = (0,u_1,u_2),(x_1,x_2,x_3,x_4,x_5,x_6,x_7,%x_8,y), 1p;
> poly g = (x_5 - x_7)"2 + (x_6 - x_.8)"2 - (x_1 - x_7)"2 - x_8"2;
> ideal I = 2*x_1 - u_1, 2*x_2 - u_2, 2*x_3 - u_1, 2*x_4 - u_2,
.o x_b*xu_1 - x_6%u_2, x_5*%u_2 + x_6*%u_1 - u_1*u_2, (x_1 - x_7)"2 +
. X 82 - x 772 - (x_8 - x_2)72, (x_1 - x_7)"2 + x_8°2 -

(x_3 - x.7)"2 - (x4 - x.8)72, 1 - gxy;
> option(redSB);
> std(I);
_[11=1

Vemos que la base es {1}, por lo que queda probado el teorema.

5.3. Teoria de Grafos

En esta seccion, aplicaremos las bases de Grobner a la teoria de grafos, y veremos la
relacion entre los Sudokus y lo desarrollado previamente.

Sea G un grafo simple, no dirigido con vértices V. = {1,...,n} y aristas E. Dado un
entero positivo k < n, y sea Cy = {c1,..., ¢} un conjunto de k elementos. A cada elemento
de Cj, le llamaremos color. Una k-coloracién es una funciéon v : V. — C. Diremos que una
k-coloracién es propia si dos vértices unidos por una arista tienen colores distintos. Decimos
que G es k-coloreable, si existe una k-coloracién propia de G.

Supongamos que queremos colorear un grafo con 3 colores. Sea & = ¢’5 € C una rafz
ctibica primitiva de la unidad. Sea C3 = {1,&,£2}, donde cada raiz ciibica de la unidad es
un color. Sean x1,...,x, variables representando los vértices del grafo G. A cada vértice le

queremos asignar un color, lo que podemos representar con las siguientes n ecuaciones.
3 —-1=0,1<i<n. (5.2)

Ademés, si los vértices x; y x; estdn conectados por una arista, tienen que tener colores

sati 3 _ .3 e V(2 2} — ) 4
distintos. Como z} = x;, tenemos que (i — ;) (27 + x5 —|—:L‘j) = 0.Entonces, z; y x; tienen
colores distintos si y solo si

x4+ iz + 1:? =0. (5.3)

Sea I el ideal de C[zy,...,z,] generado por los n polinomios de la ecuacion (5.2)) y todos
los polinomios de la forma (5.3), cuando z;, x; estan conectados por una arista. Si ahora

consideramos V(I) C C™, vemos que el grafo G es 3-coloreable si y solo si V(I) # 0. Ademaés,
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por el Corolario el grafo es 3-coloreable si y solo si 1 ¢ G, siendo G la base de Groébner
reducida de I.

Ejemplo 5.20. Consideramos el grafo G de la Figura[p.1

Figura 5.1: Grafo G

Tomamos el ideal I, definido anteriormente y hallamos su base de Grébner reducida G

usando el orden lexicografico con x1 > -+ > 2.
G =13 _1 _ - _ 2 2 _ _
= {77, , L7 — T12, T4 — T12, T3 — T12, 21 + T11Z12 + Ta, T9 — Z11, Te — T11,

To — T11, %10 + T11 + T12, Ts + T11 + T12, Ts + T11 + T12, T1 + T11 + T12}

Como 1 no pertenece a la base de Grobner reducida, podemos 3-colorear el grafo. Supon-
gamos que queremos colorear G con los colores blanco, negro y gris. Escogemos por ejemplo
el color blanco para el vértice x15. Si observamos cuidadosamente la base de Grébner, x7
tiene que tener también color blanco ya que x7 —x12 € G. Por esta misma razén, los vértices
x4 v x3 también tendran el color blanco. El vértice x1; tendra un color distinto al blanco,
ya que 73, + 112712 + 235 € G. Supongamos que es el negro. Entonces, g, 26 y 22, ten-
dran el color negro también. Por tltimo colorearemos con gris los vértices restantes, ya que
observando los polinomios de G, vemos que su color tiene que ser distinto al de 15 y al de

x11. De este modo obtenemos una 3-coloracion del grafo G, que vemos en la Figura [5.2
Ahora formalizaremos el caso de k colores.

Definicién 5.21. Sea un grafo G simple y no dirigido, con vértices V = {1,...,n} y aristas
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Figura 5.2: G 3-coloreado

E, llamaremos ideal de k-coloracion del grafo G al ideal Ig , C Clxy,...,z,], generado por
;vf — 1, paratodo i €V,

ah ek 4 4 xi:v?*Q + xffl para todo (4, ) € E.

Lema 5.22. V(I) C C" estd formado por todas las k-coloraciones de G, siendo el conjunto

de colores las k-ésimas raices de la unidad.

Demostracion. Los polinomios ¥ — 1 son cero si y solo si en cada vértice tenemos una raiz
k-ésima de la unidad. Los polinomios xf‘l + xf‘2xj 4+ xix§_2 + xf‘l son cero si y solo
si los vértices ¢ y j tienen colores distintos, ya que

_ _ _ (xF —1) — (2% — 1
+af 2$j+"‘+$i$j er? t=— ! )
xi—xj

k—1
%

x
O

Definicion 5.23. Decimos que un grafo es k-coloreable de manera tinica si existe una tnica

k-coloracién propia salvo permutaciones de colores.

Supongamos que tenemos una k-coloraciéon de un grafo G, que usa los k colores, y su-
pongamos que en los k altimos vértices tienen k colores distintos. Usaremos las variables
Z1,...,Tn_k para los n — k primeros vértices y las variables y1,...,yr para los k tltimos,
con el orden lexicografico x1 >+ Tp_g > y1 > -+ > yi. Consideramos n polinomios de la

forma siguiente:

(69

(i) hji(ys,.- . yk) = Zaj+_“+ak:j y;‘“j ceypkeonj=1,...,k—1,
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(ii) x; +y2 + - + yx, si color(x;) = color(y;).
(iv) z; —yj, si color(z;) = color(y;), j > 2.
Llamamos g1, ..., g, a los n polinomios anteriores.

Ejemplo 5.24. Los polinomios gy, ..., g, del grafo de la Figura[5.2] son los siguientes:
G ={y> — 1,ha(y2,y3) = ¥5 + y2ys + ¥3, h1(y1, Y2, ¥3) = Y1 + Y2 + Y3, T7 — Y3, T4 — Y3,

T3 — Y3, Tg — Y2, L6 — Y2, T2 — Y2, %8 + Y2 + Y3, T5 + Y2 + y3, 1 + y2 + Y3}

Teorema 5.25. Dado un grafo G, sea Igj su ideal de k-coloracion denotando las varia-
bles como antes y sean g, los polinomios definidos anteriormente. Entonces los siguientes

enunciados son equivalentes:

(i) G es k-coloreable de manera unica.

(i) g1,---,9n € Ig k-

(ii) {g1,--.,9n} es la base de Grébner reducida de Ig.y, respecto al orden lexicogrdfico con

Ty > > T > Y1 > > Yk
La demostracion de este resultado la podemos encontrar en [14].

Ejemplo 5.26. Si observamos los polinomios que forman la base de Grobner del ideal
I del Ejemplo [5.20, vemos que el grafo G solo se puede colorear de una manera (salvo
permutaciones de los colores), dada en la Figura

Este teorema lo podemos aplicar a la resolucion de Sudokus. Para hacer esto, lo primero es
ver el Sudoku como un grafo. Cada cuadrado, sera una arista, por lo que V.= {1,...,81}. Si
dos cuadrados i y j estan ligados, es decir, pertenecen a la misma fila, a la misma columna
o al mismo cuadrado 3 x 3, diremos que (i,7) € E, es decir, habra una arista del grafo
uniéndolos. Nuestro objetivo, es extender a una 9-coloracién propia, es decir dar colores
(digitos del 1 al 9) a cada vértice y si dos cuadrados estan ligados, tienen que tener colores
distintos.

Entonces, dado un Sudoku, haremos lo siguiente:
= Construimos el grafo G como describimos antes.

= Tomamos las variables z;, ¢ = 1,...,81, y por cada digito j = 1,...,9, buscamos un

vértice ¢ que lo tenga como dato inicial, y renombramos x; por ;.

= Consideramos el ideal de 9-coloracion del grafo Ig 9.
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» Le anadimos los 8 polinomios de la forma h;(y;,...,y9) = Z(¥j+,.‘+a9:j y;lj Y,

conj=1,...,8, al ideal Ig .

= Por cada digito adicional j # 1 que tengamos como dato, que esté en un vértice i que

no renombramos, le anadimos a Ig g el polinomio z; — y;.

= Por cada 1 que tengamos como dato, que esté en un vértice ¢ que no renombramos, le

anadimos a Ig g el polinomio x; 4+ y2 + - - - + Yo.

Si el Sudoku esté bien planteado, la base de Grobner reducida del ideal Ig g, contendra

polinomios de la forma x; — y;, lo que nos dird que el cuadrado 4 tiene el nimero j.

Ejemplo 5.27. Sea el Sudoku siguiente:

Para obtener el ideal Ig ¢ seguiremos los pasos siguientes:
(i) Consideramos los polinomios z? — 1, para todo i = 1,...,81.

(ii) Afiadimos los polinomios z8 + zx; 4+ - + xzx; + x?, para todos los pares (i,7) que

estén ligados.



74 CAPITULO 5. OTRAS APLICACIONES

(iii) Renombramos las casillas con digitos mas claros, y1 = 211, Y2 = 13, Y3 = X5, Ya4 = T41,
Ys = Tg, Y6 = T21, Y7 = T19, Ys = T63, Y9 = 16, ya que son las casillas dato que tienen
los digitos del 1 al 9, y afiadimos los polinomios: y§ — 1, hs(ys,¥9) = y2 + ysyo + v3,
...,hl(yl,...,yg) =y1+---+yo.

(iv) Anadimos los 13 polinomios correspondientes a los cuadros, que no hemos renombrado,

con datos distintos de 1: x2g — Yg, T31 — Y5, T35 — Y3, L36 — Y7, - - -

(v) Afiadimos los 3 polinomios correspondientes a los cuadros, que no hemos renombrado,

con un 1 como dato: x51 +y2 + -+ + Y9, Tr2 + Y2 + -+ Yo ¥ X7 + Y2 + - + yo.

Sea G la base de Grébner reducida de este ideal. Si el Sudoku tiene solucién dnica, para cada
casilla vacia %, habra un polinomio en G de la forma x; —y; o de la forma x; +y2 + - - - + yo.
Si es de la primera forma, en la casilla ¢ pondremos el digito j. Si es de la segunda forma,

en la casilla ¢ pondremos el digito 1.

Este método funciona, pero realmente es una mala solucién para el problema, ya que
calcular la base de Grobner reducida de un ideal con tantos generadores (tengamos en
cuenta que en un Sudoku 9 x 9 hay 81 vértices y 810 aristas) puede ser muy costoso. Aun

asi, si consideramos un Sudoku 4 x 4, podemos resolverlo facilmente con Singular.

Ejemplo 5.28. Sea el Sudoku 4 x 4 (también llamado Shidoku) siguiente:

1

Figura 5.3: Shidoku

Para resolverlo, primero renombramos las variables y1 = 1, yo = 27, Y3 = %10, Y4 =

T12. Lo que tenemos que hacer, es hallar la base de Grébner reducida, respecto el roden
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lexicografico xg > -+ > x16 > y1 - -+ > Y4, del ideal que resulta al anadirle los polinomios

h4 = yi - 17
hs = yi + yiys + yay3 + vs,
ha = y3 + Y3 + Y3 + Yays + yaya + Ysyo,

hi=y1+y2 + Y3+ ya,

al ideal de 4-coloracion del Shidoku visto como un grafo.

Primero insertamos la posicion en la que se encuentran los nimeros 1, 2, 3 y 4.
list M = (1, 7, 10, 12);
Ahora renombramos las variables y definimos el anillo con el orden lexicogréafico apropiado.

> int i, j;

> list N;
> for(i=1;i<=16;i++)
{
if(d = M[1D)
{
if(i 1= M[2])
{
if(4 '= M[3])
{
if (i '=M[4])
{
N[size(N)+1] = i;
}
}
}
}
}

> N[13] = M[1];
> N[14] = M[2];
> N[15] = M[3];
> N[16] = M[4];
> ring R = 32003, (x(N[1]), x(N[2]), x(N[3]), x(N[4]),

x(N[6]), x(N[6]), x(N[7]), x(N[8]), x(N[9]), x(N[10]),



76 CAPITULO 5. OTRAS APLICACIONES

x(N[11]), x(N[12]), =x(N[13]), x(N[14]), x(N[15]),
x(N[161)), 1p;

Definimos el conjunto de aristas.

> list E;

> for(i=1;i<=4;i++)

o
Elsize(E)+1]=1ist(i,i+4);
Elsize(E)+1]=1list(i, i+8);
Elsize(E)+1]=1list (i, i+12);
Elsize(E)+1]=1ist(i+4, i+8);
Elsize(E)+1]=1ist(i+4, i+12);
Elsize(E)+1]=1list(i+8, i+12);
Elsize(E)+1]=1ist (4%i-3,4%i-2);
Elsize(E)+1]=1ist(4*i-3, 4xi-1);
Elsize(E)+1]=1ist (4%i-3, 4x*i);
Elsize(E)+1]=1list(4*i-2, 4*i-1);
Elsize(E)+1]=1ist(4*i-2, 4xi);
Elsize(E)+1]=1ist (4*i-1, 4xi);

.}

> for(j=1;j<=2;j++)

. {
Elsize(E)+1]=1list(2*j-1,2%j+4);
Elsize(E)+1]=1list(2*j + 7, 2%j + 12);
Elsize(E)+11=1ist(2%j, 2%j +3);
E[size(E)+1]=1list(2%j + 8, 2xj + 11);

Ahora definimos el ideal Ig 4

> ideal G;
> for(i=1;i<=nvars(basering) ;i++)
A
G[i] = x(1)~4 - 1;
.}
> for(i=1;i<=size(E);i++)

- o
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G[size(G)+1] = (GIE[i][1]] - GIE[i][2]11)/(x(E[i]1[1]) -
x(E[L1[2D));
.}
> G[size(G)+1] var(16)~4 - 1;
> G[size(G)+1] var(16)~3 + var(15)*var(16)~2 +
var (16) *xvar(15)~2 + var(15)~3;
> G[size(G)+1] = var(16)"2 + var(15)~2 + var(14)~2 +
var (16) *var (15) + var(16)*var(14) + var(15)*var(14);
> G[size(G)+1] = var(16) + var(15) + var(14) + var(13);

Por ultimo, hallamos la base de Grébner reducida

> option(redSB);

> std(G);

_[1]1=x(12)~4-1
_[21=x(10)~3+x(10) ~2*x (12) +x(10) *x (12) ~2+x (12) "3
_[31=x(7) ~2+x (7)*x(10) +x (7) *x (12) +x (10) ~2+x (10) *x (12) +x(12) ~2
_[4]=x (1) +x(7)+x(10)+x (12)

_[51=x(16)-x(7)

_[61=x(15)-x(10)

_[71=x(14) +x(7) +x (10) +x(12)

_[8]=x(13)-x(12)

_[91=x (1) +x(7)+x (10) +x (12)

_[101=x(9)-x(7)

_[11]=x(8)+x(7)+x (10) +x (12)

_[12]1=x(6)-x(12)

_[13]=x(5)-x(10)

_[141=x(4)-x(10)

_[15]1=x(3)-x(12)

_[161=x(2)-x(7)

La base de Grobner que obtenemos esté formada por los siguientes elementos:

yi - 13
Ys + yaya + ysys + v,
Y3 + Yoys + Yoya + v5 + Y3ya + y3,

Y1+ Y2+ ys + ya,

7
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T16 — Y2,
L15 — Y3,
T14 + Y2 +ys + ya,
L13 — Y4,
11+ Y2 + Y3+ Ya,
L9 — Y2,

T8 + Y2 + Y3 + Y4,

Te — Ya,
T5 — Ys,
Ty —Ys,
T3 — Y4,
T2 — Y2.

Entonces, las casillas 12, 13, 6 y 3, tendran el namero 4. Las casillas 10, 15, 5 y 4 tendran
el nimero 3. Las casillas 7, 16, 9 y 2 tendran el ntmero 2. Las casillas 1, 14, 11 y 8 tendran

el namero 1.

AINNTW|
R WP DN
WIIN|P>
N | — W

Figura 5.4: Shidoku Resuelto
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